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திரு . இரா . நெடுஞ்செழியன் 
( தமிழகக் கல்வி -உள்ளாட்சித் துறை அமைச்சர் . ) 


தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினோராண்டு 
கள் ஆகிவிட்டன . குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பி.ஏ. வகுப்பு 
மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்று 
வந்தனர் . 1968 ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத்தில் புகுமுக வகுப் 
பிலும் ( P.U.C. ) 1969 ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்பு 
களிலும் விஞ்ஞானப் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு 
செய்துள்ளோம் . தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள 
கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம் , பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு 
செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு , தங்கள் சிறப்புத் துறை 
களில் நூல் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண் 
டுணர்ச்சி இவற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே 
மகிழ்ச்சியும் மன நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வரு 
கிறது . இவ்வகையில் , கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை , அறிவியல் 
பாடங்களை மாணவர்க்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் 
தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக் கழகம் 
ஆண்டுதோறும் எடுத்துவரும் பெரு முயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் 
சொல்லவேண்டும் . 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 
நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர் . 

வரலாறு , அரசியல் , உளவியல் , பொருளாதாரம் , தத்துவம் , 
புவியியல் , கணிதம் , பௌதிகம் , வேதியியல் , உயிரியல் , வானியல் , 
புள்ளியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி நூல்கள் , மொழி 
பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் 
நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது . 

இவற்றுள் ஒன்றான நவ இயற்கணிதம் என்ற இந் நூல் 
தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 

வெளி 
யீடாகும் . இதுவரை 304 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன . 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை ; ஆதலின் , உழைத்து 
வெற்றி காண்போம் . தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெற வேண்டும் ; அதுவே , 
தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும் . தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் 
கழகங்களின் பலவகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
மனம் கலந்த நன்றி உரித்தாகுக . 
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1. அடிப்படைத் தத்துவங்கள் 


( FUNDAMENTAL CONCEPTS ) 


1.1 . முன்னுரை : இந்தப் புது இயற்கணிதத்தின் அடிப்படைத் 
தத்துவங்களை ஆராய்வோம் . வழக்கத்திலுள்ள இயற்கணித 
மூறையில் , அன்றாட வாழ்க்கையுடன் ஒன்றிய முழு எண்கள் , 
விகிதமுறு எண்கள் ( rational numbers ) இவைகளின் கூட்டல் , 
பெருக்கல் , மடங்கு என்பவைகளின் முறைகளை ஆராய்ந்தோம் . 
முழு எண்கள் , விகிதமுறு எண்கள் இவைகளில் ஏதாவது இரண்டு 
அல்லது மூன்று எண்களை 1 , b , c என்ற எழுத்துகளின் மூலம் 
குறித்துக் காண்பித்தோம் . a + b என்பதோ , axb என்பதோ 
சாதாரணக் கூட்டல் , அல்லது a ஐ 5 மடங்கு கூட்டல் என்ற 
அர்த்தத்திலேயே கருதினோம் . 

விகிதமுறா எண்களைக் ( Irrational numbers ) கருதும்போது , 
அவற்றைக் கணித ரீதியில் கிடைக்கும் எண்ணாகவே கருதலாமே 
தவிர சாதாரண வழக்கத்திலுள்ள எண்களுடன் சேர்க்க இயலாது . 
இங்குக் கூட்டல் விதி , a எண்களுள்ள அல்லது அளவுள்ள பொரு 
ளுடன் b எண்களுள்ள அல்லது அளவுள்ள பொருளைச் சேர்த்துக் 
கிடைக்கும் பொருளின் எண்ணிக்கையோ அளவோதான் என்று 
குறிக்க இயலாது . எப்படியாயினும் அந்தக் கூட்டல் , பெருக்கல் 
விதிகள் சில நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்தது . உதாரணமாக 

a + b = b + a 
a + ( b + c ) ( a + b ) + c 
a + 0 
a . b 

b 
a - ( b - c ) ( a - b) - c 
( b + c ) = a . b + a . c 
1 


= a 


a . 


= 4 


கூட்டல் , பெருக்கல் என்பனவற்றைப் பொருள்களின் எண்ணிக் 
கையைப் பொறுத்தது என்று கருதாமல் மேற்கண்ட நிபந்தனைக்கு 
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உட்பட்ட செய்கைகளாக எண்ணி , சிக்கல் எண்களின் (Complex 
Numbers ) கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகளை வகுத்தோம் . 

எண்கள் என்று கொள்ளும்போது , அதை நம்மையறியாமலே 
நமக்குத் தெரிந்த ஒரு கருத்து என எண்ணுகிறோம் . ஆனால் 
சிக்கல் எண்கள் , மெய்யான எண்களைப்போல் விதிகளுக்குக் கட்டுப் 
பட்டிருக்கிறது என்பதைத்தவிர , அவைகளின் போக்கே தனி . a , b 
என்பது இரு சிக்கல் எண்கள் என்றால் , a + b- யை வரையறுக்க 
வேண்டிய நிர்ப்பந்தம் ஏற்படுகிறது . அதாவது a-விலுள்ள மெய் 
யான பகுதி , b- யிலுள்ள மெய்யான பகுதி இவைகளின் கூட்டுத் 
தொகை a + h- ன் மெய்யான பகுதி ; மேலும் 

a-விலுள்ள 
மெய்யிலிப் பகுதி 5.யிலுள்ள மெய்யிலிப் பகுதி இவைகளின் கூட்டுத் 
தொகை a + b- ன் மெய்யிலிப் பகுதி என்ற முறையில் சிக்கல் எண் 
களின் கூட்டலை வரையறுத்தோம் . அப்படி வரையறுக்கும்போது , 
சாதாரணக் கூட்டல் , பெருக்கல் என்ற அடிப்படைச் செய்கை 
களுடன் முரண்பாடு ஏற்படாத வண்ணம் பார்த்துக்கொண்டோம் . 

இப்போது புது இயற்கணிதத்தில் , வேண்டிய நிபந்தனைகளை 
நன்கு வரையறுத்து அதன்மேல் படிப்படியாகக் கணித முறையை 
விவரிப்போம் . இங்கு a , h என்ற குறியீடுகளை உறுப்புகள் 
என்போமே தவிர அவைகள் எதைக் குறிக்கின்றன என்பதைப் 
பற்றி அவ்வளவாக நேரம் செலவழிப்பதில்லை . 

a , b என்பவை இரண்டு மனிதர்களையோ , இரு புத்தகங் 
களையோ , இரு எண்களையோ ஏதாவது இரு உறுப்புகளையோ குறிக் 
கட்டும் .. 
12. கணம் (Set ) 

வரையறை : பொருள்கள் அல்லது உறுப்புகள் இவைகளின் 
தொகுதியைக் கணம் எனலாம் . 

கணம் A- ன் ஓர் உறுப்பு a எனின் , u E A என்று சொல்லலாம் . 
a 4 A எனின் , a , A. ன் உறுப்பன்று . 

அதே போல் -யும் A. ன் உறுப்பானால் h E A அல்லது 
a , b EA . 

உதாரணமாக A என்பது ஒரு சமதளத்திலுள்ள சமபக்க 
முக்கோணக் கணமெனின் அதன் உறுப்புகள் யாவும் சமபக்க 
முக்கோணங்களே . 
1.2.1 . உபகணம் (Subset ) 

வரையறை : A கணத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பும் B கணத்தின் 
உறுப்பானால் A கணத்தை B கணத்தின் உபகணமெனலாம் . 

A C B என்போம் . 
A _ A என்பது தெளிவு 
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AC B , BCA . அதாவது A- ன் உறுப்புகள் எல்லாம் B- லும் , B- ன் 
உறுப்புகள் எல்லாம் A- லும் இருந்தால் A - B என்போம் . அப் 
போதுமட்டும் கணங்கள் A- ம் B- ம் சமம் எனலாம் . 

A C B , A + B என்றால் , A ஐ B கணத்தின் சரியான ( proper ) 
உபகணம் என்போம் . 

AC B என்று எழுதலாம் . 
அதாவது A- ன் எல்லா உறுப்புகளும் B- யிலும் உள்ளன . மேலும் 
A- ல் இல்லாத உறுப்பு குறைந்தது ஒன்றாவது B- ல் உள்ளது 
என்று அர்த்தம் . 

A C B , BC C எனின் A C C என்பது தெளிவு . 
1.2.2 . காலிக்கணம் ( Empty set ) : உறுப்புகளேயில்லாத கணத் 

தைக் காலிக்கணம் எனலாம் . அதை " என்று குறிக்கிறோம் . 
1.3 . வெட்டுதல் ( Intersection ) ; கூடுதல் ( Union ) 

வரையறை : A , B என்பவை இரு கணங்களானால் , A- லும் 
B- லும் உள்ள பொது உறுப்புகளைக்கொண்ட கணத்தை An B 
அல்லது A , B- ன் வெட்டுதல் கணம் என்போம் . 

A- க்கும் B- க்கும் பொது உறுப்புகள் இல்லையெனின் A B ஒரு 
காலிக்கணமாகும் . 

A , B என்பன இரு கணங்களானால் A. யிலேயோ , B- யிலேயோ 
அல்லது இரண்டிலுமேயோ உள்ள உறுப்புகள் கொண்ட கணத் 
தை AUB அல்லது , A , B. ன் கூடுதல் கணம் என்போம் , 

குறிப்பு : இரண்டு கணங்களின் வெட்டுதல் கணம் , கூடுதல் 
கணம் இவைகளைப்பற்றி ஆராய்ந்தோம் . இரண்டுக்கு மேற்பட்ட 
கணங்களின் வெட்டுதல் கணம் என்பது அதன் உறுப்புகள் எல்லாக் 
கணங்களிலும் உறுப்புகளாக இருக்கவேண்டும் . அதேபோல் , 
கணங்களின் கூடுதல் கணம் என்பது அதன் உறுப்புகள் ஏதாவது 
ஒரு கணம் அல்லது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட கணங்களில் உறுப்பு 
களாக வேண்டும் . 

AUB = BUA 

AU ( BUC ) ( AUB ) U ( AUC ) என்பவற்றைச் 
சிந்தித்து அறிக . 
1.4 . பெருக்கல் கணம் ( Product Set ) 

பகுமுறை வடிவு கணிதத்தில் ஒரு புள்ளியின் அச்சுத் தூரங் 
களை ( x , y ; ) என்கிறோம் . x1 , y ) என்பது வரிசைப்படுத்தப்பட்ட 
ஜதையாகும் . அதாவது { x1 , y ] ) ( y1 , x ) என்ற இரு ஜதைகள் , 
பொதுவாக ஒரே புள்ளியைக் குறிக்காது . 


நவ இயற்கணிதம் . 


ஃ ( x , y ; ) # ( y1x1 ) 

A , B என்பன இரு கணங்களாகவும் , A- ன் உறுப்பு a ( a E A ) 
என்றும் B- ன் உறுப்பு b ( b E B ) என்றும் கொண்டால் ( a , b ) என்று 
வரிசைப்படுத்தப்பட்ட ஜதைகள் எல்லாவற்றையும் கொண்ட 
கணத்தை , A , B- ன் பெருக்கல் கணம் என்போம் . AX B என்று: 
குறிப்போம் . 
உதாரணமாக : 

A = ( ay , ay , ag ) 

B = ( 61 , b , ) என்க 
AX B = [ [ ayb ) , ( a , b , ) , ( a , b ) , ( a , b , ) , ( asb , ), ( a , b , ) ] என் . 
உறுப்புகளையுடைய கணமாகும் . 
1.5 மாற்றம் ( Transformation or Mapping ) 

ஒரு வாசகசாலையிலுள்ள புத்தகங்களின் கணத்தை B என்க , 
P என்பது மிகை முழு எண்களின் ( Position Integers ) கணமாகக் 
கொள்க . 

வாசகசாலையிலுள்ள ஒவ்வொரு புத்தகத்தையும் , அதிலுள்ள 
மொத்தப் பக்கத்தைப் பொறுத்து ஒரே ஒரு முழு எண்ணுக்கு 
ஒப்பிடலாம் . 
1.5-1 . மாற்றம் 

வரையறை : A கணத்தை B கணத்திற்குள் மாற்றம் செய்வது 
எனின் , A- ன் ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் B. ல் ஒரே ஓர் உறுப்பு b 
இருக்க வேண்டும் . 

a - b [4E A , b E B] 
இந்த மாற்றத்தில் ஐ 4-ன் பிம்பம் என்போம் . உதாரணமாக 
A , B- யும் பூச்சியத்தைச் 

சேர்ந்த மிகை 

முழுஎண்களின் 
கணங்களாகுக . 

ஆனால் , மாற்ற விதிப்படி A- ன் எல்லா உறுப்புகளும் B- ன் 0 
உறுப்புக்கு மாற்றுவதாகக் கொள்ளுவோம் . 

a - 0 [ a E A , 0 E B ] 
இது A ஐ B- க்குள் மாற்றுவதாகும் . A- ன் எல்லா உறுப்பு: 
களுக்கும் பிம்பம் ஒன்றே ஒன்றுதான் . B- ன் மற்ற உறுப்புகள் 
( 1,2,3 . ......... ) 
........ ) A- ன் 

A- ன் எந்த உறுப்புக்கும் பிம்பம் அல்ல . 
இதை உள்மாற்றம் ( into mapping ) என்போம் . 

ஆனால் B- ன் ஒவ்வோர் உறுப்பும் A. ன் ஏதாவது உறுப்புக்குப் 
பிம்பம் என்றால் A ஐ B- க்கு மேல்மாற்றம் ( onto mapping ). 
என்போம் . 
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1.5.2 . ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றம் ( One to one Mapping ) 

A ஐ B- க்கு மேல்மாற்றம் என்பது ஒன்றுக்கொன்றான மாற்ற 
மென்றால் , A- ன் வெவ்வேறு உறுப்புகளுக்கு B- ல் தனித்தனி 
உறுப்புகள் இருக்கவேண்டும் . 
இது ஒரு மேல்மாற்றம் ( onto mapping ) என்பதால் , 

a + a [ a E A , a E B ] 

a – a 
அல்லது 
மாதிரி 1 : A , B என்ற கணங்கள் 

மிகை 

முழுஎண்களைக் 
குறிக்க . மாற்ற விதிப்படி , 

a + b = 2a [ a E A , b E B ] 
அதாவது 1 

2 

3 
இது ஓர் உள்மாற்றமே தவிர மேல்மாற்றமாகாது . ஏனெனில் , 
1,8,5 

என்ற 

ஒற்றைப் டை எண்கள் , A. ன் எந்த 
உறுப்புக்கும் பிம்பமாக முடியாது . 
மாதிரி 2 : I என்ற 

கணத்தை 

எடுத்துக் 
கொள்க . 

a EI , b E 1 என்றால் a , b முழு எண்களாகும் . 
மாற்ற விதிப்படி a + b = a + 2 என்க . 
அதாவது 1 - 3 0 

-1 
3 

-2 - 0 
எனவே இங்கு 1 கணம் தன்னுடனேயே ஒன்றுக்கொன்று 
கணமாகிறது . 

மாதிரி 3 : சார்பு { Function ) ஒரு நல்ல உதாரணமாகும் . 
f ( x ) = sin x ( x மெய்யானவை ) A = { x } ; B = { f ( x ) } 
A- ன் ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் B- ல் தனி ஓர் உறுப்பு உண்டு. 

sin x = 0 
* / 4 

1/02 
= 1/2 

sin x = 1 
A- யையும் B- யையும் மெய்எண் கணங்கள் என்றுகொண் 
டால் , இந்த மாற்றம் ஓர் உள் மாற்றமே தவிர மேல்மாற்றமாகாது . 
B- யிலுள்ள 2 என்ற உறுப்பு , A- ன் எந்த உறுப்பின் பிம்பமும் 
ஆகாது . 


முழுஎண் 


X 


X 


- 


sin x 


- 


* 
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1.6 . சமத் தொடர்புகள் ( Equavalence Relations ) 

[ என்பது ஒரு முழுஎண் கணமானால் , அதிலுள்ள இரு உறுப் 
புகள் i , J என்பவை i < J , i = J , i > J என்ற தொடர்புடன் 
இருக்கும் . 

அதேபோல் , A ஒரு கொடுக்கப்பட்ட கணமாகக் கொள்க . 
வரிசைப்பட்ட ( a , b ) என்ற ஜதை A- ன் உறுப்புகளென்க . 

அப் 
போது arb என்ற தொடர்பை வரையறுப்போம் . 
சமத் தொடர்பு 

வரையறை : ~ என்ற தொடர்பைக் கணம் A. ன் சமத்தொடர்பு 
என்றால் , 4 - ல் ஏதாவது மூன்று உறுப்புகள் a , b , c கீழ்க்கண்ட 
நிபந்தனைகளுக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கவேண்டும் . 

( 1 ) ara ( தனக்குத்தானே கொள் கை- Reflexive Pro . 
perty ) 

( 2 ) a - b என்றால் bra ( சமச்சீர்க் கொள்கை- Sym . 
metric Property ) 
( 3 ) arb . bcc என்றால் 

boc ace. ( மாற்றுக் கொள்கை 
--Transitive Property ) 

மாதிரி 1 : 1 என்ற முழு எண்கள் தொகுதியில் < என்ற 
தொடர்பு ஒரு சமத் தொடர்பு அன்று ; ஏனெனில் , இந்தத் தொடர்பு 
( 1 ) ( 2 ) என்ற நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்ததன்று . 

மாதிரி 2 : 1 - ல் = என்ற தொடர்பு ஒரு சமத்தொடர்பு 
என்பது தெளிவு . 

மாசரி 3 : ஒரு சமதளத்திலுள்ள முக்கோணங்களின் தொகுதி 
T ஐ எடுத்துக்கொள்க , அதில் 4,5 என்பவை உறுப்புகள் . 

~ என்ற தொடர்பு , இரு முக்கோணங்களின் சர்வ 
சமத் தன்மை 
( 2 ) என்ற தொடர்பு 

முக்கோணங்களின் 
வடிவொத்த தன்மை . 

மேற்கண்டவற்றைக் குறிக்கும்போது ஒரு சமத் 
தொடர்பாகுமென்பதை எளிதில் கண்டறியலாம் . 

மாதிரி 4 : I என்ற முழு எண்களின் கணத்தில் a , b , c என்ற 
மூன்று உறுப்புகளை எடுத்துக் கொள்க . 

an ) என்றால் 4 - க்கும் D- க்கும் ‘ 5 என்ற எண் பொதுக் 
காரணியாகும். 
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( 1 ) asa என்பது தெளிவு . 

( 2 ) anb : a- க்கும் -க்கும் 5 பெரதுக்காரணியாயின் 
b- க்கும் a- க்கும் 5 பொதுக் காரணியாகும் . எனவே- a 

( 3 ) ash , bre : 4 - க்கும் 5 - க்கும் 5 பொதுக்காரணி . 
மேலும் b- க்கும் (-க்கும் பொதுக் காரணி . அப்படியானால் a- க்கும் 
C- க்கும் 5 பொதுக் காரணி . 

எனவே asc ஃ என்பது சமத்தொடர்பு ஆகும் . 
1.6.1 சமகணம் ( Equivalence Set ) 

வலரயறை : A என்ற கணத்தைப் பொறுத்து என்ற 
சமத்தொடர்பு ஏதாவதொரு விதத்தில் வரையறுக்கப்படட்டும் . 
a E A எனின் x • a என்ற தொடர்புள்ள A- ன் x உறுப்புகள் 
எல்லாவற்றையும் கொண்ட A- ன் 

A-ன் உபகணத்தைச் சமகணம் 
என்கிறோம் . 
இதை [ a ] என்று குறிப்பிடுவோம் 

அதாவது [ a ] = { x ; x E A , x + 0 } 

குறிப்பு : ara என்பதால் a E [ a ] 
1.6.2 தேற்றம் a , b , c E A என்க . 

1. hE [ u ] எனின் ( b ) [ a ] 
2. unh என்றால் மட்டுமே [ a ] = [ 5 ] 
3. [ a ] ] [ b ] என்பது காலிக்கணமில்லையெனின் [ a ] = [ b ] 
4 . a + b என்றால் மட்டுமே [ a ] n [ h ] ஒரு காலிக்கணமாகும் . 
5 . cE [ u ] , dE [ b ] , [ u ] + [ b ] எனின் ( cd என்று ஆகும் . 
1 , bE [ a ] 

bosa 
x E [ b ] என்க . : xvb , bra . 

x E [ a ] 
அதாவது [ h ] - ன் உறுப்புகள் யாவும் [ a ] - ன் உறுப்புகளா 


கின்றன . 


ஃ [ ] [ a ] 
அதுபோல் , y E [ a ] எனின் , 

yaஆனால் 
anb 

youb 
ஃ yE [ b ] 

[ a ] C [ b ] 
* [ a ] = [ b ] 
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2 . 


[ a ] = [ ] என்க . 
அதாவது X E [ a ] என்றால் xva என்று பொருள் 

[ a] = [ b ] என்பதால் 
x E [ b] 
* xvb 


xva 


anx 


bwa அல்லது ash 
இப்போது arb என்க 
x E [ a ] எனின் xva 

anb 

xvb 
x E [ b ] 

[ a ] C [ b ] 
அதேபோல் y a [ b ] எனின் ywb 

anb , ஃ bra 


ஃ yoa 


YE [ a ] 

[ b ] C [ a ] 
.. [ a ] [ 6 ] 


3. [ a ] n [ b ] என்பது காலிக்கணமில்லையென்பதால் , [ a ] , [ b ] 
இரு கணங்களுக்கும் குறைந்தது ஒரு பொது உறுப்பு x ஆவது 
உண்டு . 


அதாவது x E [ a ] 

x E [ b ] 
arb 


xwb 
x ~ b 


( 2 ) நிபந்தனைப்படி [ a ] = [ 5 ] 
4. ( 3 ) -ன்படி a + b என்றாக வேண்டும் . அப்படியல்லாது 
asb எனின் a E [ b ] 

a E [ ] என்பது தெரிந்ததே . 
ஃ [ a ] n [ b ] = a என்ற ஓர் உறுப்பாவது உண்டு. 

எனவே [ a ] ] [ l ] ஒரு காலிக்கணம் அன்று . 


c E [5] 
d E [ b ] 


( va 
drub 
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எனவே 


( 2 ) நிபந்தனைப்படி ach என்றால்தான் [ a ] = [ b ] 
[ a ] + [ b ] , எனின் amb 

a + b என்றாகத்தான் இருக்க 
வேண்டும் . 

evd என்று இருக்கமுடியாது . 
குறிப்பு : a E [ a ] என்பதால் A- ன் எல்லா உறுப்புகளும் , 
ஏதாவதொரு சமகணத்தில் இருக்கவேண்டும் . எனவே , அதன் 
எல்லாச் சமகணங்களின் கூடுதல் A- யே ஆகும் . 
1.7 எண்கள் 

வரையறை : கார்டினல் ( Cardinal) எண் . O ( S ) 

17 என்பதை ஏதாவது ஒரு மிகை முழு எண்ணாகக் கொள்க . 
பி என்ற கணத்திற்கு 1 ஐ கார்டினல் எண்ணாகக் கொண்டால் S- ன் 
உறுப்புகளுக்கும் , 1.2 , ........ 1 என்ற முழு எண்களுக்கும் ஒன்றுக் 
கொன்றான தொடர்பு இருக்கவேண்டும் . 

பி - ன் உறுப்புகளை S. , S. , S. , S. என்று 
குறிப்பிடலாம் . 

ஆகவே பி , என்ற இரு கணங்களுக்கு ஒரே கார்டினல் எண் 
இருந்தால் அவைகளிடையே ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு 
இருக்கும் , 

தேற்றம் : m , n என்பவற்றை மிகை முழு எண்களாகக் கொள்க . 
1 , 2 , 3 ...... 111 என்ற கணத்திற்கும் ; 1 , 2 , 3 ...... n என்ற சரியான 
உபகணத்திற்கும் ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருக்குமெனின் 
m ! < F என்று இருந்தே ஆகவேண்டும் . 

rn < 1 என்றால் 
1 + 1 , 2 + 2 . m + m என்று தொடர்பு இருக்கும் . 
மறுதலைத் தேற்றத்தை நிரூபிக்க : 7 = 1 என்றால் தேற்றம் எளிதாக 
நிரூபிக்கப்படுகின்றது . 

ஆனால் 14 ( 1 ) , fi + f ( m ) என்று 1 , 2 , 3 ... m 
என்ற உறுப்புகளுக்கும் 1 , 2 ... - என்ற உறுப்புகளுக்கும் 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பை உண்டாக்குக . இப்போது 
i ++ g ( i ) [ i = 1 ...... m - 1 ] என்ற தொடர்பைக் கருதுக .. 

g ( i ) = f ( 1 ) [ f ( i ) n ] 
g ( i ) = f ( m ) [ f ( i ) = m ] 

f ( i ) = n என்ற சமன்பாடு i என்ற ஒரே ஓர் உறுப்பிற்கு 
மட்டும் சரியாக இருப்பதா . ++ g ( i ) என்பதை 1 , 2 , 3 
m --- 1 , 

-1 என்பவைகளின் ஒன்றுக்கொன்றான 
தொடர்பாகக் கொள்ளலாம் . 


....+ 


... 


1,2 
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... 


f ( i ) - ன் முழு எண்களின் கணமாகிய S என்பது , 1,2 ........ n 
என்பதன் சரியான உபகணமாகும் . எனவே S கணம் 1 , 

எல்லா முழு எண்களையும் கொண்டிருக்கவில்லை . S- ல் 
இல்லாத முதல் மிகை முழு எண் k என்றால் ksn ஆக இருக்க 
வேண்டும் . 


என்ற 


k < n என்றால் g ( i) k . க்குச் சமமாக இருக்கமுடியாது . k = n 
என்றால் f ( i ) = 1 என்பது சரியன்று . எனவே ( ) என்பதில் 
ஒன்றும் f ( m ) -க்குச் சமமாகாது . அதாவது ( 1 ) , ....- , g ( m - 1 ) 
என்பதில் 1 , 2 , ..... , x - 1 என்ற எண்கள் இருக்காது . ஆகவே , 

, 
i ++ g ( i ) என்பது 1 , 2 , ...... , n - 1 என்ற முழு எண்களுக்கும் 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பாகும் . 

m = 1 என்பதற்குத் தேற்றம் சரியாக இருப்பதால் , கணிதத் 
தொகுத்தறி தத்துவத்தின்படி ( Mathematical Induction ) தேற்றம் 
m < n என்ற எல்லா முழு எண்களுக்கும் சரியாக இருக்கும் . 
கிளைத்தேற்றம் 1 

மேற்கண்ட தொடர்பு இருப்பதற்கு msn என்றுதான் இருக்க 
வேண்டும் . 

m < n என்றால் , 1 + 1 , ... m + m என்ற தொடர்பு இருக்கும் . 

மறுதலையாக 1,2 , ... 11 என்ற முழு எண்களுக்கும் 1 , 2 , 
என்ற முழு எண்களுக்கும் இடையே உள்ள ஒன்றுக்கொன்றான 
தொடர்பு i + f ( i ) என்றால் அதை 1,2 ...... 1 என்பதற்கும் 1,2 ... n , 
n + 1 என்ற சரியான உபகணத்திற்கும் இடையே உள்ள தொடர் 
பாகும் . எனவே m < n + 1 என்பதால் தேற்றம் நிரூபிக்கப் 
படுகிறது . 


கிளைத் தேற்றம் 2 

1,2 ..... m என்ற கணத்திற்கும் 1,2 ... n என்ற கணத்திற்கும் 
இடையே ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருந்தால் 
என்றாகும் . 

ஏனெனில் m n என்றும் , nsm என்றும் இருக்க வேண்டும் . 


m = 1 


எனவே m = n . 


கிளைத்தேற்றம் 3 

1,2 ...... n என்ற கணத்தின் சரியான உபகணம் S என்றால் 
1.2 ....... என்ற கணத்திற்கும் S என்ற கணத்திற்கும் இடையே 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருக்கமுடியாது . 


அடிப்படைத் தத்துவங்கள் 

11 
குறிப்பு : S , என்ற இரு கணங்களின் கார்டினல் எண்கள் 
m , n என்றால் man என்று இருக்கும்பொழுது S- க்கும் T- க்கும் 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருந்தே ஆகவேண்டும் . 


1.8 எண்ணக்கூடிய கணங்கள் ( Countable Sets ) 

வரையறை : காலியில்லாத S என்ற கணம் முடிவுள்ளது 
என்றால் அதன் கார்டினல் எண் ஒரு மிகை முழு எண்ணாக 
இருக்கவேண்டும் . காலியில்லாத கணம் , முடிவில்லாத கணம் 
இவைகளைக் கந்தழிக் ( Infinite ) கணம் என்போம் . 


வரையறை : S என்ற கணத்தை எண்ணக்கூடியது அல்லது 
d என்ற கார்டினல் எண்ணை உடையது என்றால் , அந்தக் கணத்தை 
எல்லா மிகை முழு 

எண்களால் ஆன கணத்துடன் ஒன்றுக் 
கொன்றான தொடர்பை உண்டாக்கவேண்டும் . 


தேற்றம் : எண்ணக்கூடிய கணத்தை அதனுடைய சரியான 
உபகணத்துடன் ஒன்றுக்கொன்று தொடர்பு உண்டாக்கமுடியும் . 


... 


S என்ற எண்ணக் கூடிய கணத்தின் உ றுப்புகளை S1 , 53 , 59 . 
என்று குறிப்பிடலாம் : 


S1 ++ SH , Ss 4 Ss ... ++ Si + 1 ... 


என்ற முறையில் மாற்றத்தை அமைத்தால் S என்ற கணத்திற்கும் 
பி . ஐத் தவிர்த்த S- ன் கணத்திற்கும் ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு 
இருக்கும் . 


தேற்றம் : எந்த முடிவில்லாத கணத்திலும் எண்ணக்கூடிய 
உபகணம் இருக்கும் . 


என்க . 


பி என்பதை முடிவில்லாத கணமாகக் கொள்வோம் . அதன் 
உறுப்புகளை S1 , S. , S .. 

இது முடிவில்லாத கணமாவ 
தால் S1 , Sn , என்ற எண்ணக்கூடிய உபகணத்தை உட் 
கொண்டிருக்கும் . 


கிளைத்சேற்றம் 1 : S என்ற கணம் முடிவில்லாததாக இருக்க 
வேண்டுமெனின் அதை அதனுடைய சரியான உபகணத்துடன் 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பை உண்டாக்கவேண்டும் . 


கிளைத்தேற்றம் 2 : எல்லா முழு எண்களின் கணம் எண்ணக் 
கூடியது . அதேபோல் எல்லா விகிதமுறு எண்களின் கணமும் 
எண்ணக் கூடியதேயாகும் . 
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பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1. A = ( 1,2,3 , B = ( 3,4,5 ) , c = ( 4,6 ) என்றால் , AB , ANC , 
BAC , AU B , AUC , BUC , AX B , BXC , AxC என்பவைகளைக் 
கணக்கிடுக . 

2. A , B என்பவை ஏதாவது இரு கணங்களானால் 
( i ) (AB) CA ( 2 ) AC ( AUB) என்று நிரூபி . 

3. A , B , C என்பவை ஏதாவது மூன்று கணங்களாயின் 
AU ( BOC ) = ( AUB ) O ( AUC) என்று நிரூபி . 

4. A என்ற கணத்திற்கு இரண்டே இரண்டு உறுப்புகளே 
உள்ளன . A- ன் நான்கு உபகணங்களைக் கண்டுபிடி . மூன்று 
உறுப்புகளையுடைய கணத்திற்கு எத்தனை உபகணங்கள் உண்டு ? 

5. கீழ்க்கண்ட மாற்றங்களை உள்மாற்றம் , மேல்மாற்றம் 
என்ற வகையில் பிரிக்கவும் . மேல்மாற்றங்களில் எவைகள் ஒன்றுக் 
கொன்றான மாற்றம் என்பதையும் கண்டுபிடி . 
( 1 ) a - + a + 3 

a E1 ( முழு எண்கள் கணம் ] 
( 2 ) a --- a + a a El [ 

] 
( 3 ) a + 2a - 1 a ER [ மெய் எண்கள் கணம் ] 
( 4 ) a + as a ER [ 

] 
( 5 ) a a ER [ 

] 
( 6 ) a + 7a a E R [ 

] 


ܕܙ 


> 


2. குலங்கள் 

( GROUPS ) 


2.1 . முன்னுரை : இயற்கணிதத் தொகுதிகள் எல்லாவற்றிலும் 
பெருக்கல் , கூட்டல் என்ற இரு அடிப்படைச் செய்கைகள் 
முக்கியமாகக் கருதப்படுகின்றன . இப்போது பெருக்கல் என்ற 
ஓர் இயற்கணிதச் செய்கையின் மூலம் ஒரு பொருளின் இனத்தை 
உருவாக்கலாம் . 

இந்த இனத்தின் குணாதிசயங்களைப்பற்றி 
ஆராய்வேரம் . 


2.2 . குலத்தின் வரையறை : G என்பதை உறுப்புகளின் 
கணமாகக் கொள்க . a , b என்ற வரிசைப்பட்ட இரு உறுப்புகள் 
G கணத்தைச் சேர்ந்திருந்தால் , ஏதாவதொரு விதியினால் a o b 
என்பது ஒரே முறையில் நிர்ணயிக்கப்பட்ட உறுப்பாகவும் , a o b 
என்ற உறுப்பு ( கணத்தைச் சேர்ந்தோ , சேராமலோ இருக்கலாம் . 
அந்த விதியைத் தொகுப்பு விதி ( Association Law ) எனலாம் . 
அந்த விதியினால் உண்டாகும் செய்கையை ‘ என்ற குறியீட்டினால் 
காட்டுவோம் . 


வரையறை : G என்பது a , b , c , , . ... என்ற உறுப்புகளைக் 
கொண்ட ஒரு கணமெனவும் , R என்பதைத் தொகுப்பு விதியாகவும் 
அதை 

என்றும் காட்டுக . 


G என்ற கணம் , R விதியைப் பொறுத்து ஒரு குலம் என்றால் , 

1. a , b என்பவை G- ன் வெவ்வேறு அல்லது ஒரே உறுப்பு 
களானால் , a o b என்பது G- ன் உறுப்பாக வேண்டும் . 

[ இருப்பு விதி - Existence Law ] 
2. எல்லா a , b , c EG , 
( a o b ] o c = a . [ b o c ) [ தொடர்பு விதி- Association Law ] 
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8. G , அலகு உறுப்பு ( unit element ) என்று கூறப்படும் e 
உறுப்பைக் கொண்டிருக்கும் . இந்த e உறுப்பு G-ன் எந்த 
உறுப்புடனும் 

coa = a ot = a 
என்ற விதிக்குட்பட்டிருக்கும் . 

[ அலகு இருப்பு விதி 

- Existence of unit element ]] 
4. a E G என்ற ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் x E G என்ற 
உறுப்பு உண்டு . அந்த x உறுப்பு 

ao x = x o a = e 
என்ற விதிக்குட்பட்டிருக்கும் . 

[ நேர்மாறு விதி ] 


x உறுப்பை நேர்மாறு உறுப்பு ( Inverse element) எனலாம் . 

குலங்களின் மாதிரிகள் சிலவற்றை இப்போது காண்போம் : 

1. கணம் என்பது முழு எண்களின் தொகுதியாகவும் R என்ற 
செய்கையை + என்ற சாதாரணக் கூட்டல் விதியாகவும் கொள்க . 

a , b என்பவை ஏதாவது இரு முழு எண்களானால் , a + b 
என்பது முழு எண்ணாகும் . 

( a + b ) + c = a + ( b + c ) என்பது தெரிந்த முழு 
எண்களின் தொடர்பு விதியாகும் . 

a என்ற எந்த முழு எண்ணையும் எடுத்துக்கொண்டாலும் , 
a + 0 = 0 + a ஆகும் . 

a என்ற முழு எண்ணிற்கும் , - a என்ற நேர்மாறு உறுப்பு 
உண்டு. a - a = - a + a = 0 ஆகும் . 

இந்தக் கணத்தை , முழு எண்களின் கூட்டல் குலம் எனலாம் . 

2. கணம் என்பது 0 ஐத் தவிர்த்த விகிதமுறு எண்களின் 
தொகுதியாகவும் , R என்ற செய்கையை x என்ற சாதாரணப் 
பெருக்கல் விதியாகவும் கொள்க . 

a , b என்பவை ஏதாவது இரு விகிதமுறு எண்களானால் 
a x b என்பது ஒரு விகிதமுறு எண்ணாகும் . 

( a x b ) x c = ( a ) x ( b x c ) என்பது நமக்குத் தெரிந்த 
விகிதமுறு எண்களின் தொடர்பு விதியாகும் . 


a என்ற எந்த விகிதமுறு 

எண்ணை எடுத்துக் 
கொண்டாலும் , ax1 = 1xa = a ஆகும் . எனவே 1 அலகு உறுப்பு 
ஆகும் . 


குலங்கள் 
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எண் ஆனாலும் 


1 
ax 

a 


a என்பது ஏதாவதொரு விகிதமுறு 
1 

1 
xa = 1 என்பது தெரிந்ததே . 


-- 


விகிதமுறு 


a 


4 


எண்ணாகும் . அதுவே நேர்மாறு உறுப்பாகும் , 

இந்தக் கணத்தை , F களத்தின் ( Field ) பெருக்கல் குலம் 
எனலாம் . 

3. ( 1 , - 1 , i , - i ) என்ற நான்கு உறுப்புகளைக்கொண்ட 
கணத்தை நோக்குக . இங்கு R செய்கை , சிக்கல் எண்களின் 
பெருக்கல் விதியெனக் கொள்க . 


1 


-1 


1 


i 


1 


1 


- 
1 


i 


- 


i 


-1 


-1 


-1 


1 


-- 


i 


i 


- 
1 


- 


1 


- 


-j 


i 


1 


1 


இந்த அட்டவணையை வரிசை மாற்ற அட்டவணை ( Permutation 
Table ) எனலாம் . இதன்மூலம் 1 என்பது இந்தக் குலத்தின் 
அலகு உறுப்பாகவும் , 


1 
1 


1 


என்ற முறைப்படி நேர்மாறு உறுப்பு 
களாகவும் இருப்பது தெளிவு . 


4. 1 - ன் m மூலங்களினால் ஆன கணத்தை நோக்குக . சிக்கல் 
எண்களின் பெருக்கல் விதியை செய்கையாகக் கொள்க . 

1 - ன்ற மூலங்களை 
கார் 
e m ( r = 0 , 1 , 2 , 

1 ) எனலாம் . 
r = 0 எனும்போது , மூலம் 1 ஆகிறது . அதுவே குலத்தின் அலகு 
உறுப்பாகும் : 


.... 
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2mik 
e m என்ற ஒரு மூலத்தை எடுத்துக்கொண்டால் , அதன் 


mml 


--2mik 
நேர்மாறு உறுப்பு e என்ற மூலமாகும் . 

-2min 2mik 2mi 
e | 


e 


2ni 

( m -k ) 


= e m 


ஃ / = ( m - k ) என்றாகும் . 


குறிப்பு 

( i ) மாதிரி 4 - ல் , ! = 4 என்றால் , மாதிரி 3 கிடைக்கும் . 


( ii ) மாதிரி ( 3 ) , ( 4 ) என்பவை முடிவுள்ள குலங்களாகும் 

( Finite Groups ) . 


2.3 . பரிமாற்று குலம் ( Commutation Group ) 

வரையறை : G என்ற குலத்தில் , 0 என்ற செய்கையைப் 
பொறுத்தவரை , எல்லா a ,bE G.களுக்கும் , a 0 5 = to a என்றால் , G 
ஒரு பரிமாற்று குலமாகும் . 


2.3.1 தேற்றம் 1. ஒவ்வொரு குலத்திற்கும் ஒரே ஓர் அலகு 
உறுப்பும் , குலத்தில் ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் ஒரே ஒரு நேர்மாற்று 
உறுப்பும் உண்டு. 


G என்ற குலத்திற்கு , e , e ! என்ற இரு அலகு உறுப்புகள் 
இருப்பதாகக் கொள்க . 


அதாவது , 


a oe = e o a 


an e = e o a = a . 


எனவே , 


e o e = e o e = e 


e oe = e o e = e . 

= e : 


e 


G குலத்தில் , a என்ற ஏதாவதோர் உறுப்பை எடுத்துக் 
கொள்க . அதற்கு , x , y என்ற இரு நேர்மாறு உறுப்புகள் 
இருப்பதாகக் கொள்க . 


* 


குலங்கள் : 
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அதாவது , . 


& ox = x 0a = e . 


1 


asy = y ) a = e 
x = 60 * = (yo a ) • x 

yo ( ao x) 
PE 


- 


- 


- 


என் நேர்மாறுகளும் ஒன்றே ஒன்றுதான் . 
24. உபகுலம் ( Sub - group ) 

வரையறை : G என்பதைக் குலமாகக் கொள்க . H என்பது 
G- ன் உபகணமர்கட்டும் . H தானாகவே ஒரு குலமானால் , H என்பது 
G- ன் உபகுலமாகும் . 

குறிப்பு : முக்கியமாக , a , b EH என்றால் , a o b E H 
என்றும் , a = H என்றால் , a -1E H என்றும் இருக்கவேண்டும் . 

2.5 வரையறை : ஒற்றுருவு தன்மை ( Isomorphism ) : 0 
என்ற விதியைக்கொண்ட குலமாக G " ஐயும் , 0 என்ற விதியைக் 
கொண்ட குலமாக G - ஐயும் கொள்க . G ஐ G - க்கு ஒன்றுக்கொன்று 
என்ற மேல் மாற்றத்தின் மூலம் x + x என்ற முறையில் மாறினால் 
அந்த மாற்றத்தை ஒற்றுருவு மாற்றம் என்று கொள்வதற்கு 

tao b + a ( ) b என்று ஆகவேண்டும் . 
இங்கு a , b E G என்றிருக்க வேண்டும் . 

மாதிரி : G என்பது மிகை மெய்யான எண்களின் கணமானால் , 
சாதாரணப் பெருக்கல் செய்கையைப் பொறுத்து , G ஒரு குலமாகும் . 
G- ன் ஓர் உறுப்பு x என்க . 

x- + log 10x 
என்ற 

உறவுள்ள x உறுப்புகளைக்கொண்டே ே கணத்தைக் 
கவனிக்க . 
X • y -- x .y = log ( xy ) 

= logrox + log10y . 
எனவே G , மெய் எண்களின் கூட்டல் விதியைப் பொறுத்து 
ஒரு குலமாகும் . 
2.6 . நிலைமாற்றமும் வரிசை மாற்றக் குலங்களும் ( Mappings and 

Permutation Groups ) ) 
A , B என்ற இரு கணங்களை எடுத்துக்கொள்க , அவைகளின் 
உறுப்புகள் a , a என்க . 


ל 


x x 
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நிலைமாற்றத்தின் ( mapping ) மூலம் a + a என்றால் , a என்பது 
எ பிம்பம் அல்லது மாற்றம் எனலாம் . 

A ஐ E- க்குள் ( into ) நிலைமாற்றம் உண்டாக்கினால் , a ஐ ad 
எனக் குறிப்போம் . அப்போது a + ad . அதாவது , என்ற நிலை 
மாற்றம் A ஐ B- க்குள் மாற்றுகிறது . 

A = [ 1,2,3,4 ] ; B = [ p ,q , r ,s ) என்று குறிக்கும்போது , 
1 p , 

2 

- q , 3 - r , 4 - S 
அதாவது , 1d = p , 2 ! = q , 3 ! = 1 , 4d = s என்றாகும் . 

di , d , என்பவை A ஐ B- க்குள் மாற்றும் இரு நிலைமாற்றங்கள் 
என்றும் c = , என்றும் இருந்தால் , A- ன் எல்லா உறுப்பு 
களுக்கும் 

a di = a d , என்றாக வேண்டும் . 
d , A ஐ B- க்குள் மாற்றுவதாகவும் , B , B ஐ ( -க்குள் மாற்று 
வதாகவும் கொண்டால் , a E A என்னும்போது , ad E B 
( aa ) BE C என்றாகவேண்டும் . 


அதாவது , 

a + ad . 

ad - ( a d ) B 
எனவே , 

a + ( ad) B 

= , ad p 
ஆகவே , dp என்ற நிலை மாற்றத்தின் மூலம் , A ஐ C-க்குள் மாற்று 
கிறோம் . 

இதேபோல் , d , A ஐ B - க்குள்ளும் , B , B ஐ C.க்குள்ளும் , Y , 
C ஐ D- க்குள்ளும் நிலைமாற்றுவதாகக் கொண்டால் , B , A ஐ 0.க்குள் 
மாற்றுகிறது என்று பார்த்தோம் . இப்போது , ( dB ) Y , A ஐ D- க்குள் 
நிலைமாற்றுகிறது . அதேபோல , d ( BY ) , A ஐ D- க்குள் நிலை 
மாற்றுகிறது . மேலும் , 

( us ] y = d ( BY ) 
a [ EA ] என்ற ஏதாவதோர் உறுப்பை எடுத்துக்கொள்க ; 
a [ ( as ) y ] [a ( dB ] ] y 

[ {ad ]By 
a [ d [ By ) ] = [ ( ad ) ( BY ) ] 

[ [ aa ]BY 
* a [ ( oB ] Y ) = a [ d [ BY ) ] 
: ( us ) Y LIBY ) 


= 
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A ஐ , B- க்கு மேல் நிலைமாற்றும் ( onto mapping ) A- ன் ஒவ் 
வோர் உறுப்புக்கும் B- ல் ஒரே ஓர் உறுப்பும் உள்ளதென்பது 
தெளிவு . இந்த நிலைமாற்றம் ஒன்றுக்கொன்று ( 1 + 1 ) என்ற 
நிலைமாற்றுமாதலால் , மாற்றம் B- ஐ A - க்கு மேல் மாற்றும் என்பது 
தெளிவு . 


a என்ற A- ன் உறுப்பு , B- ன் ஒரே ஓர் உறுப்பான do- க்கு 
மாற்றப்படுவதால் , a - + a d . 


2 6.1 . வரிசை மாற்றம் ( Permutation ) 

வரையறை : ஒன்றுக்கொன்றான நிலைமாற்றம் , A ஐ A- க்கு 
மேல் மாற்றினால் , அதை A கணத்தின் வரிசைமாற்றம் எனலாம் . 

2 6.1 தேற்றம் : A கணத்தின் எல்லா வரிசை மாற்றங்களினால் 
ஆன கணம் , நிலைமாற்றப் பெருக்கலைப் பொறுத்து ஒரு குலமென 
நிரூபி . 

d , P என்பவை A- ன் இரு வரிசை மாற்றங்களாக எடுத்துக் 
காள்க . 


d , B என்பவை , 4 ஐ A- க்கு மேல்மாற்றுவதால் 

a (JB ) = ( ad ) B [ எல்லா a E A க்கும் . ) 
ஃ dB என்பது , A ஐ A- க்கு மேல் மாற்றுகிறது . 

a , b E A என்றும் , a + 0 என்றும் கொண்டால் , 
a ( JB ) + b ( uB ) ஆகும் . 


d என்பது , ஒன்றுக்கு ஒன்றான நிலைமாற்றுவதால் , 
adl + ba . 

B- வும் ஒன்றுக்கொன்றான நிலைமாற்றமாவதால் , 
a ( 3 ) + b ( JB ) 

ஃ dB என்பது , A- ன் ஒரு வரிசை மாற்றமாகும் . 
மாற்றங்களின் பெருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும் . 

a E A என்ற எல்லா a- யுடனும் , e E A என்ற வரிசை 
மாற்றத்தைச் சேர்த்து , 

at = a என்றால் , € என்பது , A- யிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளை 
யும் அதே உறுப்புகளாக மாற்றும் . அதாவது , ( சர்வசம வரிசை 
மாற்றம் ( Identical Permutation ) ஆகும் . E என்பது 

அலகு 
உறுப்பாகும் . 


... என்பது , A- ன் ஒரு வரிசை மாற்றமாகக் கொள்க . 
-1 என்பது , A- ன் மற்றொரு வரிசை மாற்றமாகும் , 
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a என்பது , A- ன் ஏதாவதோர் உறுப்பானால் , 

a ( dd - 1 ) = ( ad ) d - 1 


= aE 


ஃ s . 


ஃ 1 , -ன் நேர்மாறு உறுப்பாகும் . 

ஃ A- ன் எல்லா வரிசை மாற்றங்களினால் ஆன கணம் 
ஒரு குலமாகும் . 
2 : 7 . சமச்சீர் குலம் ( Symmetric Group ) 
வரையறை : n என்பது மிகை எண் என்க . 

n உறுப்புகளைக் 
கொண்ட கணத்தின் எல்லா வரிசை மாற்றங்களிலான குலத்தை , 1 
உறுப்புகளின் சமச்சீர் குலம் எனலாம் . இதை S. எனக் குறிக்கலாம் . 

மாதிரி 1 : A = { 1 , 2 , 3 } என்பது , 3 உறுப்புகளைக்கொண்ட 
கணமாக்குக . 

1 


= 


1.1 
2. d 
3. i 


1. d9| 
2. d9 


1 


1. ds 
2. ds 
3. ds 


3. d , = 3 


= 


1 


1 


1 


16 


CA 


1. 4 
2. d . 
3. 4 


1. cs 
2 . 

do 


3 


1 


2 . 16 
3.ds 


- 


3. d4 
2. 4 


- 


- 


2 3. als 1 

2 
A. ன் எல்லா வரிசை மாற்றங்களும் , 41 , d9 , 3 , d ,, ds , ds 
என்ற ஆறு மாற்றங்களினால் ஆனவை . 
( dgd4 ) என்ற வரிசை மாற்றத்தால் , 

1. ( dgda) = ( 1 • ds ) { 4 
2 . ( dec4 ) ( 2 - cl3 )34 
3. ( dedy) = ( 3 • ds ) X4 = 1. d4 1 

ஃ dsc4 = ds 
( d4ds ) என்ற வரிசை மாற்றத்தால் 

1. (dads ) ( 1 • A ) ds = 1. ds 
2. ( d4d3 ) ( 2 . dA)ds ds 
3 . ( uu4ds ) ( 3. d , ) ds = 2 / - d . 

ஃ dads = ds: 
இதேபோல் , மற்ற வரிசைமாற்றப் பெருக்கல்களையும் கணக்கிட்டு 
பின்கண்ட வரிசைமாற்ற அட்டவணையைத் தயாரிக்கலாம் , 


= 


குலங்கள் 


d 
) 


ds. 


d4 


ds 


do 


d 
, 
d 


al 


di 


L : 


d4 


ds 


ds 


d , 


da 


di 


ds 


ds 


ds 


als 


s 


ds 


ds 


d , I do 


da 


LA 


ds 


as 


di 


J9 


ds 


ds 


ds 


d4 


ddai 


ds 


cs 


al 


als 


d 


als 


d4 


d , 


di 


do 


இந்த அட்டவணையிலிருந்து , 1 என்பது இந்தக் குலத்தில் 
அலகு உறுப்பாகும் . 
நேர்மாறு உறுப்புகள் : di - di 

de - ds 
cs 
da - 4 
ds - ds 

– as 


Lo 


மேலும் , dsdy + d4ds என்பதால் , இது ஒரு பரிமாற்று குல 
மன்று . இதை S3 எனக் குறிப்போம் , 

இந்த வரிசை மாற்றத்தை வேறுவிதமாகக் காண்பிக்கலாம் . 
9 என்ற வரிசை மாற்றம் , 


1 


3 


என்று மாற்றுகிறது . 


1 


2 


3 


இதை ds = 


- 


) 


எனலாம் . 


3 2 1 


2 . 


நவ இயற்கணிதம் 


2 3 


அதேபோல , d = 


ஆகும் . 


3 2 


(1) 
d , d 2 
1. -( : 3) : :) - ( : 1) : 1 ) 

= ( :) 


= ds . 


தேற்றம் 3 : 3 உறுப்புகளைக் கொண்ட கணத்தின் சமச்சீர்க் 
குலம் 6 

உறுப்புகளைக் கொண்டிருக்கிறது . அதேபோல் , n 
உறுப்புகள் கொண்ட கணத்தின் சமச்சீர்க் குலம் S. கொண்டி 
ருக்கும் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடிக்க . re 
உறுப்புகளைக் கொண்ட A கணம் = ( 1 , 2 , 3 , .. n ) என்க . 

1 ஐ , 1 , 2..n என்ற ஏதாவதொரு n உறுப்புகளாய் மாற்றலாம் . 

அப்போது , 2 ஐ மீதமிருக்கும் ( n - 1 ) உறுப்புகளில் ஏதாவ 
தொன்றாய் மாற்றலாம் . இதேபோல் செய்தால் , A- க்கு , n ( n - 1 ) 
( 1-2 ) ... 3.2.1 வரிசை மாற்றங்கள் உண்டு . 

ஃ A- க்கு Zn வரிசை மாற்றங்கள் உண்டு . 
ஃ S.- க்கு 10 உறுப்புகள் உண்டு. 

குறிப்பு : ஒரு குலத்தில் எல்லா உறுப்புகளும் வரிசை மாற்றங் 
கனானால் , அவைகளை வரிசைமாற்றக் குலங்களெனலாம் . மேற் 
கண்ட அட்டவணையின்மூலம் , ( di , d , ds ) கொண்ட உபகணம் 
ஓர் உபகுலமாகிறது . இதை ஒரு வரிசைமாற்று குலமெனலாம் . 
ஆனால் , இது சமச்சீர்க் குலமாகாது . ஏனெனில் , குலத்தின் எல்லா 
வரிசை மாற்றங்களைச் சேர்ந்த குலமில்லை . 

( ஒவ்வொரு குலமும் , ஒரு வரிசைமாற்று குலத்திற்கு ஒன்றுக் 
கொன்றானவை . ) 

மாதிரி 2 : அட்டையினால் செய்த சதுரத்தை எடுத்துக் 
கொள்க . இதைச் சமதளத்திலோ, பரந்த வெளியிலோ சுற்றி 
இயக்குக . இதனால் ஏற்படும் மாறுதலைக் கவனிப்போம் : 

4 

C 


D 


B 


0 


1 


2 


( 2 3 4 1 
குலங்கள் 
() என்ற புள்ளியைச் சுற்றி 90 ° நகர்த்துக . சதுரத்தின் படம் 

3 . 

1 2 3 4 
இந்த வரிசை மாற்றத்தை , 

= எனலாம் . 

4 1 2 3 
மேலும் 80 ° , அதாவது மொத்தம் 180 ° சுற்றுக . 
சதுரத்தின் படம் 

2 

1 
0 
8 

1 2 3 4 
இந்த வரிசை மாற்றம் , d = 

3 4 1 2 

1 2 3 4 
அதேபோல் , 


( 4 


4 ) 


என்கிறது . 





= € என்பது தெளிவு . 

DB என்ற நேர் கோட்டைச் கற்றி 180 ° நகர்த்துக . 
மாற்றலின் படம் 

1 


D ! 


E 


2 1 4 ) 
24 

நவ இயற்கணிதம் 

1 2 3 4 
ஃ இந்த வரிசை மாற்றம் B = 

4 3 2 1 / 
அதேபோல் , AC சுற்றி 180 ° நகர்த்தும்போது , 

1 

4 
Y = 

2 1 4 3 
மேலும் , 

சதுரத்தின் மூலைவிட்டங்களைச் சுற்றி 180 
நகர்த்தும்போது , 

1 2 3 
1 3 2 

1 2 3 4 ) என்றாகும் . 
E , d , d , , B , Y. 8 , ஏ என்ற கணம் ஒரு குலமாவதை 
வரிசைமாற்ற அட்டவணையின் மூலம் காணலாம் . 


( 


EL 


d 


d 


B 


8 


E 


EET 


d 


B 


Y 


8 


ச 


d 


d 


d 


E 


ச 


ச 


B 


Y 


d d 


d 


d 


E 


dL 


B 


8 


ds 


E 


dd 


8 


ர 


Y 


B 


B 


B 


8 


Y 


ர 


* 


2. 


Y 


Y 


B 


8 


cd 


dd 


8 


8 


Y 


B 


E 


2 


2 


B 


8 


Y 


d 


d 


de 


E , அலகு உறுப்பாகும் . 
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நேர்மாற்று உறுப்புகள் 


– 3 
d + d 
d 
B 


B 


Y 


ச 


எனவே , இந்தக் குலத்தை , ஆக்டிக் ( Octic) குலமெனலாம் . 
12.8 வட்டக் குலம் ( Cyclic Group) 

வரையறை : H என்ற குலத்தின் ஓர் உறுப்பு a என்றால் , 
H. ன் எல்லா உறுப்புகளும் ... ன் அடுக்கு , அதாவது 4 " ( 1 ஒரு 
முழு எண் ) என்றாக வேண்டும் . அப்போது H ஐ ஒரு வட்டக் குல 
மெனலாம் . மேலும் a ஐ , H- ன் பிறப்பாக்கி ( Generator ) எனவும் 
கூறலாம் . 

a என்பது , H வட்டக்குலத்தின் பிறப்பாக்கியானால் , am E H 
( 01 ஒரு மிகை முழு எண் என்றால் ) 

a அலகு உறுப்பாகும் . 
எனவே , am- ன் நேர்மாற்ற உறுப்பு a - 1 என்பதால் 

a - mE H 
ஃ ak E H ( k ஒரு முழு எண் ஆனால் ) 

குறிப்பு : மேற்கண்ட எல்லா உறுப்புகளும் வெவ்வேறாக 
இருக்க வேண்டுவதில்லை . 

மாதிரி : ( 1 , 2 , 3 , 4 ) என்ற 4 எண்கள் கொண்ட கணத்தை 
நோக்குக . R என்ற செய்கையின்மூலம் எண்களையோ , அல்லது 
ஆல் வகுக்கும்போது கிடைக்கும் மீதியையோ எடுத்துக் கொள்க . 

21 = 2 அதேபோல , 
22 = 4 

31 3 
32 = 4 

4 11 


- 1 


- 


--- 


- 


5 


= 


1 
2 34 1 

44 = 1 
எனவே இது ஒரு வட்டக்குலமாகும் . 
2.9 வரிசை ( Order ) 

வரையறை : 1. G என்ற குலத்தில் n உறுப்புகள் இருந்தால் 
* , வரிசையெனலாம் . இங்கு , n ஒரு மிகை முழு எண் என்பதை 
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நோக்குக . அப்படி ஒரு முழு எண் G- க்கு இல்லை யென்றால் , G , 
கந்தழி வரிசையைச் ( lafinite Orde :) சேர்ந்தது என்போம் . 

2. G- ன் உறுப்பு .ன் வரிசை என்பது a யினால் உருவாக் 
கப்படும் வட்ட உபகுலம் , H- ன் வரிசையேயாகும் , 


தேற்றம் 4 


G வட்டக் குலத்தின் ஒவ்வோர் உபகுலம் H- ம் வட்டக் 
குலமாகும் . 


G- ன் பிறப்பாக்கி a எனவும் , G- ன் ஓர் உபகுலம் H 
என்றும் எடுத்துக்கொள்க : 

am E H என்பதில் , m என்பது , மிகக் குறைந்த மிகை முழு 
எண்ணாகுக . 

HSG என்பதால் , H- ன் உறுப்புகள் ak ( k ஒரு முழு எண் ) 
வடிவத்தில்தான் இருக்கவேண்டும் . k முழு எண் ஆவதால் , 


9m + r 


( இங்கு 0 si < m ) 


297 + r 


( an ) • ar 


- 


( ar ) -4 • ak 


an EH , ak E H என்பதால் , a E H ஆகும் . ஆனால் , a * EH 
என்பதில் m என்பது மிகக் குறைந்த மிகை முழு எண் ஆவதா 
லும் , / < m என்பதாலும் , r = 0 ஆகவேண்டும் . 

( " ) q . 
: H என்ற குலம் an ஆல் பிறப்பாக்கப்பட்ட வட்டக் 
குலமாகும் . 


2.10 . உடன்குலம் ( Co - set ) 

வரையறை : G குலத்தின் உபகுலம் H என்றும் , aEG என்றும் 
கொண்டால் , aH என்பதை G- ல் H- ன் உடன் குலமெனலாம் . 


குறிப்பு : e , G- ன் அலகு உறுப்பு , 

eH = H என்பது தெளிவு . 
எனவே , H ஏ , H- ன் உடன்குலமாகும் .. 
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bha 


a 


தேற்றம் 5 

aH , bH என்ற உடன்குலங்களுக்கு ஓர் உறுப்புப் பொது 
வானால் , aH = bH . 
H- ன் உறுப்புகள் hy , he என்பவைகளை எடுத்துக்கொள்க . 
ah , 

என்றால் , 

bhehi - 1 . 
எனவே உடன்குலம் aH என்பதில் , ஏதாவதோர் உறுப்பு ah 
எடுத்துக்கொண்டால் , அதை bh , h , 1h என்று எழுதலாம் .. 
மேலும் , hthi - 1hE H என்பதால் , 

bh , h , -1h Eb H. 
எனவே , ah Eb H. 
அதாவது , 

aH EbH . 
அதேபோல் , bH aH என்றும் நிரூபிக்கலாம் . 

ஆதலால் , aH = bH என்றாகிறது . 
குறிப்புகள் 

1. H- ன் மாறுபட்ட உடன் குலங்களுக்குப் பொது உறுப்பு : 
கள் இருக்கமுடியாது . 
2. பகுதி 7 - ல் உள்ள வரிசைமாற்ற 

அட்டவணையை 
நோக்குக . 
K { dy, d , } என்பது S.- ன் உபகுலமாகும் .. 

{ di ; ds } . d , K = { 4 ,, ds } 
{ ds, di . dsK = { ds , d4 } 

{ ds , di } . dsK = { ds . ds } 
என்பது தெளிவு . 

{ di , ds} , { d3, ds } , { d4 , ds } என்ற மூன்று 
உபகுலங்களே S.- க்கு உண்டு . 
தேற்றம் 6 : ( லேகரான்ஜியின் தேற்றம் ] 

G என்ற குலத்தின் வரிசை • n என்றால் , G- ன் ஒவ்வோர் 
உபகுலம் H- ன் வரிசையும் ‘ n - ன் வகுக்குமெண்ணாகும் . 

G- ன் வரிசை முடிவுள்ளதானால் , G- க்கு H- ல் K உடன் 
குலங்களேதாம் உண்டு ( K முடிவுள்ள எண் ) . இந்த k உடன் 
குலங்களுக்கும் பொது உறுப்புக் கிடையாது என்பதைப் 
பார்த்தோம் . மேலும் a EaH என்பதால் G- ன் ஒவ்வோர்உறுப்பும் 
ஏதாவது ஒரே ஓர் உடன்குலத்தில்தான் இருக்க முடியும் . 


- 


I K 
as K 
cs K 
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எனவே 


உபகுலம் H- ன் வரிசை 17 என்க . 
h , h ,. E H என்றும் , ah , = ah , என்றும் இருந்தால் , h h , - க்குச் 
சமமாகவேதான் இருக்கமுடியும் . 

aH-ன் வரிசையும் 
• m என்பது தெளிவு . 

மேலும் , G- ல் H- ன் உடன்குலங்கள் எல்லாவற்றிற்கும் 
* m வரிசைகளே உண்டு . 

ஆகவே , G- ன் உறுப்புகள் , H- னுடைய K- உடன்குலங்களி 
லுள்ள ‘ m உறுப்புகளில் ஒன்றாகத்தான் இருக்கவேண்டும் . 

G- ன் உறுப்புகள் இரு உடன்குலங்களில் இருந்தால் அந்த 
உடன் குலங்களுக்குப் பொது உறுப்பு 

உண்டாகிவிடுகிறது . 
உடன் குலங்கள் மாறுபட்டிருந்தால் பொது உறுப்பு இருக்க 
முடியாது . எனவே G- க்கு km உறுப்புகள் இருக்கவேண்டும் . 

n = km . 
கிளைத்தேற்றம் 1 : 

முடிவுள்ள 

வரிசையுள்ள குலத்தி 
னுடைய உறுப்பின் வரிசை , குலத்தின் வரிசையின் வகுக்கு 
மெண்ணாகும் . 
கிளைத்தேற்றம் 2 : ஒரு 

வரிசை பகாவெண் 
என்றால் அது ஒரு வட்டக் குலமாகும் . 

குலத்தின் வரிசை பகாவெண் P என்றால் குலத்தினுடைய 
உறுப்பு a . ன் வரிசை p ஆகவேண்டும் . அதாவது , 1 என்ற 
உறுப்பினால் உருவாகும் வட்டக்குலத்தின் வரிசை p ஆகும் . 

கிளைத தேற்றம் 3 : n வரிசையுள்ள குலத்தின் உறுப்பு a 
என்றால் a ? = e ஆகும் . 

sa - ன் வரிசை k என்றால் , 

= mk ஆகும் . [ k ஒரு மிகை முழு எண்ணாகும் .) 
am = என்பதால் , an 

amk ( ar ) ek - 


குலத்தின் 


n 


- 


2.11. S .. சமச்சீர்க் குலம் 

Sn என்பது A குலத்திலுள்ள எல்லா வரிசை மாற்றங்களால் 
ஏற்படும் குலமாகும் . 
* வரையறை : • k நீளமுள்ள வட்டம் ( Cycle of Length k ) 

A = [ 1 , 2 , ...... n ] என்ற முடிவுள்ள கணமாகக் கொள்க . 
அதன் உறுப்புகள் al , ag , ...... ak ( < > 1 ) என்க . 

Sn : ன் உறுப்பு d , k நீளமுள்ள வட்டமென்றால் , 
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ald = a ,, aad ag ...... 

... dk - d = ak , akd = ay 
என்றாகவேண்டும் . மேலும் aj , ay , -.... ak என்ற A- ன் உறுப்புகளைத் 
தவிர்த்து மற்ற உறுப்புகள் ‘ i என்றால் id = i என்றும் இருக்க , 
வேண்டும் . 


குறிப்பு : 1 நீளமுள்ள வட்டம் சர்வசம வரிசை மாற்றமாகும் . 
தேற்றம் : k நீளமுள்ள வட்டம் k வரிசை ( Order) ஆகும் . 

S- ன் உறுப்பாகிய d ( ay , a ,, .... ak ) என்பது k நீளமுள்ள 
வட்டமாகக் கொள்க . 
d " என்ற மாற்றத்தைக் கவனிக்க . 

and 

( aid ) . 
as • ct 


= ay 


அதேபோல் ayd 

...adk 
மேலும் aydk == a , ...... a ;ck = a ; [ எல்லா i-களுக்கும் ) 
ஃ s 

E [ சர்வசம வரிசைமாற்றம் ] 
மேலும் 4 - ன் குறைந்தபட்ச அடுக்கு k ஆகும் . 
ஃ k என்பது -ன் வரிசையாகும் . 

தேற்றம் : வட்டமாக இல்லாத Sn- ன் உறுப்பு Y என்பது , 
சேர்க்கையில்லாத வட்டங்களின் பெருக்குத் தொகையாக எழுதலாம் . 

S. -ன் இருவட்டங்கள் ( al ,ag... at ) ( b , b , ....... ) 
என்பவை சேர்க்கையில்லாத கூட்டங்கள் என்றால் , அந்த இரு 
கணங்களுக்கும் பொதுவான உறுப்புகள் கிடையாது . 

முதல் வட்டத்தின் ஓர் உறுப்பு a , ஐ எடுக்க . 
a Y + ai என்றும் aY = ag , asY = as 

என்றும் 
கொண்டால் akY என்பது al , as ....... ak - 1 என்ற ஏதாவதோர் 
உறுப்புக்குச் சமமாகவேண்டும் . a ஐத் தவிர்த்த மற்ற உறுப்புகள் 
a ?, ag -... ak - 1 என்பவை வேறு ஏதாவதோர் உறுப்பின் பிம்பம் 
ஆவதால் , 

at Y = a என்றாகவேண்டும் . 
முதல் வட்டத்தில் இல்லாத உறுப்பு b . என்க . 

by + b ] என்றால் , மேற்கண்ட முறைப்படி ( 1 , b ,, ... b ) . 
என்ற வட்டத்தை நிர்ணயிக்கலாம் . 

ஃ Y = ( ay as ..... ak ) (b1 be ..... b . ) 
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C என்ற வேறு ஏதாவதோர் உறுப்பு C Y + C , என்று 
இருந்தால் ( C , C , ...... Cm ) என்ற மற்றொரு வட்டத்தையும் 
உருவாக்கலாம் . 


வரையறை : 2 நீளமுள்ள வட்டத்தை இடமாற்றம் ( Trans 
position ) எனலாம் . 


தேற்றம் : d என்ற எல்லா வரிசை மாற்றங்களும் இடமாற்றங் 
களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கொள்ளலாம் . d என்ற வரிசை 
மாற்றத்தை , இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாச வோ 
S இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகவோ கொண்டால் , 
, 3 என்ற இரண்டும் , இரட்டையெண்களாகவோ அல்லது 
ஒற்றைப்படை எண்களாகவோதான் இருக்கவேண்டும் . 


A = ( 1,2 , ........n ) என்ற கணத்தின் வரிசைமாற்றம் - என்க . 
மேலும் , 

d = By B .....-- Br = Y \ Y ....... Ys என்க . இங்கு P- க்களும் 
y- க்களும் இடமாற்றங்கள் என்றால் , S இரண்டும் இரட்டை எண் 
களாகவோ ஒற்றைப்படை எண்களாகவோதான் இருக்கவேண்டு 
மென நிரூபிக்க . 


2 - க்கு அதிகமான நீளமுள்ள எந்த வட்டத்தையும் , 
இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கொள்ளலாம் ; 
அதாவது , 


( ay as ....... ak ) = ( ai ak ) ( a , ak ) ...... (ak - 1 ak ) 


மேலும் , d என்ற எந்த வரிசை மாற்றத்தையும் இடமாற்றங்களின் 
பெருக்குத் தொகையாகக் கொள்ளலாம் என்பதால் , என்ற 
வரிசை மாற்றத்தை , இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாக 
அமைக்கலாம் . 


P = 


i ; 

( x - xj ) என்று 


எடுத்துக்கொள்க . 


இங்கு , 


xx , ... xn என்ற உறுப்புகளைக் கொண்டு ( x ; -x; ) [ i < j ] என்ற 
எல்லாவிதமான உறுப்புகளைக் கண்டுபிடித்து , அதன் பெருக்குத் 
தொகையைக் கணக்கிடுக . 


Pd = I ( x id - yjd ) என்று Pl ஐ வரையறுக்க . 
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அதாவது 
P = ( x - x , ) ( x - xs ) 

( x - xs ) 
( xs - x , ) 


( x - xn) 
( x - x . ) 
( xy - xn ) 


- 


........... 


................... 


( xn - 1 - x , ) 
என்று கொள்க . 

1 2 3 
dL 

என்றால் 
5 10 4 ... n 
Pd = ( x - x10 ) ( xx - x ; ) ( x ; -x ) 

( x10 - X4 ) ( x10 - x . ) 


( 


...... 


( x - xn ) 
என்ருகும் . 

ஃ Pd = = P என்பது தெளிவு . 

இணைத்தேற்றம் : = ( kl ) என்பது இடமாற்றமென்றால் 
P8 = - P என்றாகும் . 

k + 1 என்க. k < 1 என்று எடுத்துக்கொள்வதால் , தவறில்லை . 

P. ல் ( x - x ) என்ற உறுப்பு , P8- ல் ( x - xk ) என்றாகும் . 
இந்த உறுப்பு மாற்றத்தால் , குறி ( sign ) மாறுகிறது . 

( x - xj ) [ i , d + k , 1 ] என்ற உறுப்பை எடுத்துக்கொண்டால் 
சி என்ற மாற்றத்தால் , 

( x ; -xj ) என்ற 

உறுப்பு வகைகள் 
மாறுவதில்லை . 

( x ; -xx ) என்ற உறுப்பை எடுத்துக்கொண்டால் அதனுடன் 
( x ; -x ) என்ற உறுப்பைச் சேர்த்து , 

( x ; -- xk ) ( x ; -x ) என்ற தொடரைக் கருதுக . இது 8 என்ற 
மாற்றத்தால் , மாறுவதில்லை . 

எனவே , என்ற மாற்றத்தால் , ( xk - x ) என்பது ( x - x ) 
என்று மாறுகிறது . மற்ற உறுப்புகள் மாறுவதில்லை . 

ஃ P8 P 

: d என்பது Y இட மாற்றங்களின் பெருக்குத்தொகை 
என்றால் 

Pd = ( -1 ) P 
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அதேபோல் Pd = -1 ) P [ d ஐ S இடமாற்றங்களின் 
பெருக்குத் தொகையாகக் கருதினால் ) 

. ( --1) = ( -1 ) 

r , s இரண்டும் இரட்டையெண்கள் அல்லது r.s என்ற 
இரண்டும் ஒற்றைப்படை எண்கள் 

இருக்கவேண்டும் . 
வரையறை : d என்ற வரிசை மாற்றம் இரட்டை யெண்களால் 
ஆன இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கொண்டால் , 
d ஐ இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றம் என்போம் . 

ஒற்றைப்படை எண்களால் ஆன இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் 
தொகையென்றால் , 1 ஓர் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமாகும் . 

4 என்ற வரிசை மாற்றத்தை , m இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் . 
தொகையாகவும் , 3 வரிசை மாற்றத்தை இடமாற்றங்களின் 
பெருக்குத் தொகையாகவும் கொண்டால் JB என்ற வரிசைமாற்றம் , 
m + n என்ற இட மாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகும். 
எனவே , m ஒற்றைப்படை , n ஒற்றைப்படை எண்கள் என்றால் , 
m + n 

என்பது இரட்டைப்படை எண்ணாகும் . இம்முறையில் 
பார்க்கும் போது , இரண்டு ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றங்கள் 
அல்லது இரண்டு இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றங்கள் இவைகளின் 
பெருக்கம் ஓர் இரட்டைப்படை வரிசை என்பது தெளிவு . அதே . 
போல் , ஓர் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றத்தை இரட்டைப்படை 
வரிசை மாற்றத்தால் பெருக்கினால் , ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமே 
கிடைக்கும் . 

தேற்றம் : சமச்சீர்குலம் Sn- ன் இரட்டைப்படை வரிசை : 
மாற்றங்களின் கணம் An , Sn- ன் உபகுலமெனவும் அதன் வரிசை 
in 

எனவும் நிரூபிக்க . 
2 

d , B இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றங்களானால் , B ஓர் 
இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றமாகும் . 
di, d , .... Uk என்பவை இடமாற்றங்கள் எனவும் , 

d = ( di, d ?, adk ) . 
இங்கு k ஓர் இரட்டைப்படை எண்ணாகும் . 
இடமாற்றங்களின் நேர்மாறு உறுப்பு அதுவேயாதலால் , 
d 1 

dk.dk.dk - 1 ....... dedi 
1 - ம் இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றமே . 
d ? E 

1 E An .. 
B என்பதை மாறாத ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமாக எடுத்துக் 
கொள்க . 

{ :.-- 
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BA . என்ற உடன்கணத்தின் எல்லா உறுப்புகளும் 
ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமே . ஏனெனில் , An- ன் உறுப்புகள் 
இரட்டைப்படை வரிசைமாற்றங்கள் ; B ஒற்றைப்படை வரிசை 
மாற்றம் , 

Y என்பது , ஏதாவதோர் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்ற 
மென்றால் , 

y = B ( B -1Y ) என்று எழுதலாம் . 

B- ம் Y- ம் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றங்கள் . ஆதலால் , B - 1Y 
என்பது இரட்டைப்படை வரிசையாகும் . எனவே , B - 1YE An . 

Y E B An . 
அதாவது , B An என்ற உடன்கணம் S.- லுள்ள ஒற்றைப்படை 
வரிசை மாற்றங்கள் எல்லாவற்றையும் கொண்டிருக்கிறது . 

S.- ன் உறுப்புகள், Am , BAR என்ற இரு உடன்கணங் 
களிலேயே இருக்கும் . உடன்கணங்களின் வரிசை ஒன்றேயாவ 
தால் , An , BAh என்பவைகளிலுள்ள உறுப்புகளின் எண்ணிக்கை 
சமமாகும் . அவை ரி என்றால் , 

m + m = 2m என்பது , -ன் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைக்குச் 
சமமாகும் . 

2m Zn 


n ! 


A. என்பது , 


வரிசையையுடைய Sn- ன் 

உபகுல 


மாகும் . 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1.) ஒரு குலத்தின் அலகு உறுப்பு தன்னுடைய நேர்மாறு 
உறுப்பென நிரூபி . 

2 . G ஐ ஒரு குலமாகக் கொள்க . G- லுள்ள ஒவ்வோர் 
உறுப்புடனும் பரிமாற்றும் உறுப்புகளைக்கொண்ட H கணம் G- ன் 
உபகுலமெனக் காண்பி . 

3. 1z1 என்னும்படியான சிக்கல் எண்கள் 2.களைக் 
கொண்ட கணம் , பெருக்கல் விதியைப் பொறுத்து ஒரு குலமென 
நிரூபி . 
4 . 0 < x < 1 என்னும்படியான 

எண்களின் 
கணம் , பெருக்கல் விதியைப் பொறுத்து ஒரு குலமெனக் காண்பி . 


விகிதமுறு 
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5 . முழு எண்களின் கணத்தில் 0 என்ற செய்கையை , 
a.b = a + b + 1 என்று இருக்கும்போது , ஒரு குலமென நிரூபி . 

6. எண்களை m என்ற மிகை முழு எண்ணால் வகுக்கும் 
போது ஏற்படும் மீதியை x என்றால் , அவைகளை ( x தொகுதி 
எனவும் , C , { 0 < x < m ) கணம் மீதித் தொகுதியின் கூட்டலைப் 
பொறுத்து ஒரு பரிமாற்று குலமென நிரூபி . மேலும் , அந்தக் 
குலம் 1 - ன் - மூலங்களிலான குணத்துக்கு ஒன்றுக்கொன்றானவை 
என்று காண்பி . 

7. m உடன் பொதுக் காரணியில்லாத தொகுதிகளினால் ஆன 
கணம் , மீதித் தொகுதியின் பெருக்கலைப் பொறுத்து ஒரு பரிமாற்று 
குலமென நிரூபி . 

8. ( என்ற குலத்தின் உறுப்புகள் a , b என்றால் , ( ah ) * . 
aeb2 . க்குச் சமமாகவே வேண்டுமானால் G ஒரு பரிமாற்று குலமாகத் 
தான் இருக்கவேண்டுமெனக் காண்பி . 

9. சமச்சீர் குலம் S.- ன் எல்லா உபகுலங்களையும் கண்டுபிடி . 
10. ஆக்டிக் குலத்தில் உபகுலங்கள் எல்லாவற்றையும் கண்டு 
பிடி . 

11 . சமபக்க முக்கோணத்தை விறைப்பு இயக்கங்களின் 
( Rigid Motion ) மூலம் மாற்றும்போது உண்டாகும் செய்கைகளா 
லான குலம் , ஒரு சமச்சீர் குலம் S ; என்று நிரூபி . 
12 . 

1 2 3 4 

1 2 3 4 

; 
( 1 2 3 4 

2 3 4 

1 
1 2 3 4 

1 2 3 4 
b : 

; 
3 4 1 2 

4 1 2 3 


e = 


a = 


( 


C 


என்ற வரிசை மாற்றங்களாலான கணம் சமச்சீர் குலம் S .. ன் 
பரிமாற்று உபகுலமென நிரூபி . 
13 . 

[ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ] . 
2 

1. 5 = 1 
2 . B = 4 

3. B = 2 
5 

4 . B = 3 
41 

5 . B = 5 , என்றால் , B , BA ; 
d , B ? என்பவைகளைக் கணக்கிடுக .. 


- 


1 . 
2. d 
3. d 
4 . 
5. d 


3 
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14 . 1 - ன் n மூலங்களாலான கணம் பெருக்கலைப் பொறுத்து 
ஒரு வட்டக் குலமென நிரூபி . 

15. ஆக்டிக் குலத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பின் வரிசையையும் 
கண்டுபிடி . 

16. சமச்சீர் குலம் S.- ல் உள்ள வரிசை 4 உள்ள உறுப்பைக் 
கண்டுபிடி . 

17. ஆக்டிக் குலத்தின் உபகுலம் ( E , d , d ) என்பதன் 
எல்லா உடன்குலங்களையும் கண்டுபிடி . 
18. (i • j ) என்பது இடமாற்றத்தைக் குறித்தால் , 
( 1 2 3 4 ) ( 14 ) ( 24 ) ( 34 ) = ( 32 ) ( 12 ) ( 14 ) 

( 13 ) ( 24 ) ( 34 ) ( 12 ) ( 24 ) 
என விளக்கிக் காட்டு . 


- 


* 


3. வளையங்கள் 


( RINGS ) 


3.1 வரையறை : காலியில்லாத ஒரு கணமாக R ஐக் கொள்க . 
அதனைப் பொறுத்து இரு உறுப்பின் செய்கைகள் ( Binary 
Operations ) இரண்டைக் கவனிப்போம் . அந்தச் செய்கைகளைக் 
கூட்டல் , பெருக்கல் என வழக்கப்படி வருணிப்போம் . அவைகளை 
+ , எனக் குறியிட்டுக் கருதுவோம் . 

a, b என்பவை R. ன் உறுப்புகளானால் ( a , b E R ) a + b , a • b 
என்பவை , ஒரே முறையில் வரையறுக்கப்பட்ட R- ன் உறுப்பு : 
களாகுக . மேலும் a , b, c என்பவை R. ன் ஏதாவது மூன்று 
உறுப்புகளானால் , 

D - 1 : a + b = b + a [ கூட்டற் பரிமாற்று விதி ] 
D - 2 : ( x + b ) + c = a + [ b + c ) ( கூட்டல் சேர்ப்பு விதி ] . 
D - 3 : R- ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு a - ம் a + 0 = a 
என்பதற்குக் கட்டுப்பட்டிருக்க வேண்டும் . [ 0 ER] 

[ பூச்சிய இருப்பு ] 
D- 4 : a E R என்றால் a + x = 0 என்று இருக்கும்படி x E R 

ஆக வேண்டும் . ( கூட்டல் எதிர்மாறு இருப்பு ) . 
D - 5 : ( a + b ) - c = a • { b - c ) [ பெருக்கல் சேர்ப்பு விதி ] 
D - 6 : a • ( b + c ) = a - b + ar c [ பங்கீட்டு விதி ] 
D - 7 : ( b + c ) - a = ( b - a ) + ( c - a ) ( பரவு விதி ] 

இவ்வளவு நிபந்தனைக்குட்பட்ட உறுப்புகளைக்கொண்ட கணம் 
R ஐ ஒரு வளையமென்க . 

குறிப்பு : 1. D - 1 - D - 6 நிபந்தனைகளைக் கொண்டு R ஐ ஒரு . 
பரிமாற்று குலமெனலாம் . 
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2. D - 3 நிபந்தனையிலுள்ள பூச்சிய உறுப்பை 0 என்று குறிப் 
பிட்டிருந்தாலும் , அதை இயற்கணிதப் பூச்சியமாகக் கருதக்கூடாது . 


3.2 பரிமாற்று வளையம் ( Commutative Ring ) 

வரையறை : மேற்கண்ட நிபந்தனைகளுடன் ( D - 8 ) a • b = b • a . 
என்றால் R ஒரு பரிமாற்று வளையமாகுக , D - 8 நிபந்தனைக்கு a , b 
கட்டுப்படவில்லை என்றால் அதாவது a • b + b - a , R ஓர் 
பரிமாற்றல்லா வளையமெனலாம் ( Non - commutative Ring ). 


3.3 ஒருமையுடன்கூடிய வளையம் ( Ring with Unity ) 

வரையறை : மேற்கண்ட நிபந்தனைகளுடன் ( D - 9 ) R-ன் 
ஒவ்வோர் உறுப்பு a . க்கும் ae = ea = a என்ற நிபந்தனைக்குட் 
படக்கூடிய eER இருக்கவேண்டும் . அப்போது R ஐ ஒருமை 
யுடன் கூடிய வளையம் எனலாம் . 


மாதிரி 1 : முழு எண்களைக் கொண்ட கணம் ! ஒரு வளைய 
மாகும் . அது ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையம் . 


மாதிரி 2 : விகிதமுறு எண்களால் ஆன கணம் R , சாதாரணக் 
கூட்டல் , பெருக்கல் இவைகளைப் பொறுத்து ஓர் ஒருமையுடன் 
கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் . 


மாதிரி 3 : மெய்யான எண்கள் கணம் , சிக்கல் எண்கள் 
கணம் இவைகள் இரண்டும் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளை 
யங்களே . 


மாதிரி 4 : m , n என்பவைகள் முழு 

எண்கள் என்றால் , 
m + 7 V2 என்ற வடிவிலுள்ள I [ V2 ] என்ற மெய்யான எண் 
களின் கணம் ஒரு வளையமாகும் . 


m + ny2 , m + NV2 E ] [ 2 ] 
( m + ny2 ) + ( m + n v2 ) = ( m + m ) + ( n + n ) V2 El [ V2] 
( m = V2 ). ( m + n v2 ) ( mm + 2nn ) + ( mn + m n )v2 


E I [ v2 . ) 


| 


மேலும் மற்ற நிபந்தனைகளுக்கும் கட்டுப்பட்டிருக்கும் . 
ஃ / [ V2 ] ஒரு வளையமாகும் . 

மாதிரி 5 : அதேபோல் m + rv - 1 என்ற வடிவத்திலுள்ள 
சிக்கல் எண்கள் கணம் | [ v - 1 ] ஒரு வளையமென்பது தெளிவு 
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மாதிரி 6 : 0 , 1 என்ற இரு எண்களைக் கொண்ட கணம் கீழ்க் 
கண்ட கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகளுக்குட்பட்டிருப்பதாகக் 
கொள்க . 


அதாவது , 


( + ) | 0 


1 


( . ) | 0 1 

0 0 0 
1 0 1 


0 
1 


1 
0 


외 


1 


0+ 0 = 0 
0 + 1 = 1 
1 + 0 = 1 
1 + 1 = 0 


: 0 + 1 - 1 + 0 


0 


. 


0 


0 = 0 
1 = 0 

0 
1 


1 


0 = 


. 0 . 1 = 1. 0 


1 


இதில் இயற்கணித 0 வே வளையப் பூச்சியமாகும் . 
0-0 

என்றபடி எதிர்மாறு உறுப்புகளாகும் . 


1-1 


மேலும் 1-0 = 0.1 என்பதால் இது ஒரு பரிமாற்று வளையமாகும் . 
இங்கு அலகு உறுப்பு இல்லை . எனவே , இது ஓர் ஒருமையுடன் 
கூடிய உறுப்பு இல்லை . 


மாதிரி 7 : p , q , 7 , 9 என்ற நான்கு உறுப்புகளைக் கொண்ட 
R கணத்தில் கீழ்க்கண்ட கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகளை நோக்குக , 


( + ) | 


Pq 


T 


S 


p 


4 


P 


P 9 


P 


p 


p p 


P 


4 


P 


S 


T 


4 


p 


4 


ST 


p 


4 


A 


p 


p 


s r 9 P 


p 


8 
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- 


q + S 


அதாவது 4 + S என்றால் இடக்கைப் பக்கம் இருக்கும் நிரல் 
உறுப்புகளில் ஒன்றாக q- வையும் , மேல்பக்கம் இருக்கும் நிரை 
உறுப்புகளில் ஒன்றாக 5 ஐயும் கொண்ட அணி நிரல் நிரைகள் 
சந்திக்கும் இடத்திலுள்ள ( ஐ q + s = r என்க . 
அதேபோல் r • s = p 

S • r = p என்பதைக் கவனித்துச் சரிபார்க்க . 
கூட்டல் , பெருக்கல் இவைகளைப் பொறுத்து R கணம் அடை 
பட்ட ( closed ) கணமென்பதை நோக்குக . இங்குள்ள பூச்சிய 
உறுப்பு - ஆகும் . 

q + r = s = r + q 
r + s = q = s + T 

S + 4 = 
q + 4 = p என்பதால் 4 - ன் எதிர்மாறு உறுப்பு ) 
r + r ( என்பதால் -ன் எதிர்மாறு உறுப்பு 

S + $ = s என்பதால் : -ன் எதிர்மாறு உறுப்பு S 
என்றாகிறது . 
சேர்ப்பு விதி , பரவு விதி இவைகளுக்குக் கணம் கட்டுப்பட்டிருக்கும் . 

p • 4 = p = 4 • p 
p 
p p 

P 
4. T 
4 

= p = 
என்பதால் பெருக்கல் பரிமாற்று விதியைச் சார்ந்திருக்கிறது . 

p • 4 = q • p = p 


= 


T. 


- S 


1 


4 
S • 9 


. 


S 


r • S 


S . I 


4 T = r 


S 


s • 4 = 4. S 
என்பதால் q- வே இந்தக் கணத்தின் ஒருமையாகும் . எனவே , 
R ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் . 

குறிப்பு : இதில் இந்த வளையத்தில் பூச்சிய உறுப்பு ‘ p 
ஒருமை உறுப்பு 4 என்பதை நோக்குக . 

மாதிரி 8 : இரட்டைப்படை எண்களால் ஆன கணம் ( E ) ஒரு 
வளையமெனவும் , ஒற்றைப்படை எண்களால் ஆன கணம் ( 0 ) ஒரு 
வளையமன்றெனவும் காண்பது எளிது . 

6 , b # 0 , a + b ஓர் இரட்டைப்படை எண் ( E ) வளையத்தின் 
பூச்சிய எண் 0 ஆகும் . ( E ) வளையத்தின் பூச்சிய எண் 0 ஆகும் . 
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அது பரிமாற்று வளையமாகும் . ஆனால் , அதற்கு ஒருமை எண் 
கிடையாது . 

ஒருமை எண்ணாகக்கூடிய 1 E கணத்தின் உறுப் 


பன்று . 


ஃ ( E ) ஒரு பரிமாற்று வளையம் மட்டுமே . 
மாதிரி 9 : A என்பதை ஒரு கணமாகக் கொள்க . 
A- ன் எல்லா உபகணங்களை உடைய கணத்தை R என்க . 

a ; b என்ற A- ன் உபகணங்களில் இரண்டை எடுத்துக் 
கொள்க . 
அதாவது a , b E R 
a ; b என்ற இரு உபகணங்களிலுமுள்ள பொது உறுப்புகளைத் 

A- யிலுள்ள a- ன் எல்லா உறுப்புகள் ; 6 - ன் எல்லா 
உறுப்புகள் கொண்ட கணத்தை a + b என்போம் . அதாவது 
anb பூச்சிய கணமாக இருந்தாலொழிய ; a + b + a Ub 

a b என்பதை d ) b என்க . 
இந்தவிதமாக , கூட்டலையும் பெருக்கலையும் வரையறுத்து 
R என்பது பரிமாற்று வளையம் என நிரூபிப்போம் . 


தவிர்த்து , 


a 


2 


2 
4 


5 


7 
( 8 ) 


3 


C 


b 


3 


b 


1 . 


1 


படம் 1 


படம் 


படம் 1.ன் மூலம் a .யிலுள்ள உறுப்புகளை வட்டம் a- யிலுள்ள 
புள்ளிகளாகக் கருதுவோம் . அதேபோல் B- யிலுள்ள உறுப்புகளை 
b வட்டத்திலுள்ள புள்ளிகளாகக் கொள்க . 

a + b என்பது பகுதி 2 , 3 - லுள்ள புள்ளிகளாகும் . 
a . b என்பது பகுதி 4 - லுள்ள புள்ளிகளாகும் . 

a + b = b + a என்பது வெகு தெளிவு . 
( a + b) + C + ( b + c ) என்று நிரூபிக்கப் படம் 2 ஐ 
எடுத்துக்கொள்க . 
a + b என்பது பகுதிகள் 2 ; 3 , 5,6 - லுள்ள புள்ளிகள் . C என்பது 
பகுதிகள் 4 , 5 , 6 , 8 - லுள்ள புள்ளிகள் , 


-- 


a 
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bna 


- a 


( a + b ) + C என்பது பகுதிகள் 2 , 3 , 4 - லுள்ள புள்ளிகளாகும் . 
a + ( b + c ) என்பதும் அதுவே , 

ஃ ( a + b ) + c = u + ( b + c ) 
0 என்பதைப் பூச்சிய கணமாகக்கொண்டால் a + 0 = a . 

ஃபூச்சியகணமே வளையம் -ன் பூச்சியமாகும் . கணம் A- யே 
வளையத்தில் ஒருமை உறுப்பு . a + a == 0. ஏனெனில் a- க்கும் a- க்கும் 
பொதுவான உறுப்புகளைத் தவிர வேறு உறுப்புகள் கிடையாது . 
மேலும் b 

anb 
b 

b = b 
எனவே R ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் . 
இதைக் கணம் A- ன் எல்லா 

உபகணங்களையுடைய வளைய 
மெனலாம் . 
3.4 . வளையத்தின் சில தன்மைகள் 

தேற்றம் : பூச்சிய இருப்பு விதி ( D - 3 ) - ன் மூலம் கொடுக்கப் 
பட்டிருக்கும் R- க்குள்ள பூச்சியம் ஒன்றே ஒன்று ஆகும் . 

R- க்கு 0 0 என்று இரு பூச்சியங்கள் இருப்பதாகக் கொள் 
வோம் . அதாவது R- ன் எல்லா உறுப்புகள் a- க்கும் 

0 


|| 


a T 


d 


a +0 


= 


a 


இங்குள்ள 0 , 0 R- ன் உறுப்புகளாக வேண்டும் . 


.0 + 0 


0 


0 + 0 


0 


a + C 


ஆனால் D - 1 விதிப்படி 0 + O = 01 +0 ... 0 0 

ஃ வளையம் R- க்கு ஒரே ஒரு பூச்சியமேயுண்டு . 
தேற்றம் : R வளையத்தின் உறுப்புகள் a , b , c என்றால் , 
( 1 ) 

= b + c என்றால் a = b 
( 2 ) C + a = c + b என்றால் a = b 
a + c 

b + c 
-C- ன் நேர்மாறு உறுப்பு c என்க . அதாவது 

0 
ஃ a + c + = b + c to c 
: a +0 b + 0 

b 


= 


C + c 


= 


: a 


- 
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= 


( 2 ) ஐ நிரூபிக்க D - 1 , விதிப்படி c + a = a + C 

c + b = b + c ஆகும் ; எனவே a = b . 
தேற்றம் : R வளையத்திலுள்ள a உறுப்பின் கூட்டல் 
எதிர்மாறு உறுப்பு ஒன்றே ஒன்றுதான் . 

முடியுமென்றால் a- க்கு x , y என்ற இரு எதிர்மாறு உறுப்புகள் 
இருப்பதாகுக . 
அதாவது a + x = 0 

a + y = 0 

a + x = a + y 
முன் தேற்றத்தின்படி x = y ஆகும் . 
எனவே a- க்கு ஒரே ஒரு எதிர்மாறு உறுப்புதான் உண்டு . 

அதை -a என்று குறிப்போம் . 
3.4.1 . மேலும் சில தன்மைகள் 

( 1 ) - ( - a ) = a ; -a- ன் எதிர்மாறு உறுப்பு a ஆகும் 
( 2 ) - ( a + b ) = -a - b ; a + b- ன் எதிர்மாறு உறுப்பு -a , 

--- ன் கூட்டல் , 
( 3 ) - ( a - b ) -a + b ; a - b- ன் எதிர்மாறு உறுப்பு- as 

b- ன் கூட்டல் 
( 4 ) ( a - b ) -c = a- [ b + c ) 
( 1 ) a + ( -- a ) = 0 

a + ( - a ) = ( -a ) + a 
ஃ ( -a ) + a = 0 

- ( - a ) 
( 2 ) ( a + b ) -a - b = ( a + b ) + [ ( -a ) + ( -b ) ] 

[ a + b + ( - a ) ] + ( -b ) 
[ b + a + ( - a ) ] + ( -b ) 

[ b + 0 ] + ( -b ) 
= b + ( -b ) 

0 
( 3 ) ( a - b ) + [ [ - a ) + b ] = [ a + ( - b ) ] + [ [ - a ) + b ] 

= [ ( - b ) + a + ( - a ) ] + b 
= [ ( -b ) +0 ] + b 
= ( -b ) + b 

0 
( 4 ) 

* ( a - b ) - c = [ a + ( -b ] ] + ( -c ) 

= a + [ [ -b ) + ( - ) ] 
= a- ( b + c ) 


= a 


- 


= 


= 


= 
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3.4.2 தேற்றம் : R வளையத்தின் உறுப்புகள் a ,. b என்றால் 
a + x = b என்ற சமன்பாட்டின் ஒரே ஒரு மூலம் 

x = b - a என்பதே . 
x = ( b - a ) என்பதை a + x = b என்பதன் மூலமாக நிரூபிப்பது : 


எளிது . 


a + ( b - a ) = a + [ b + ( -a ) ] 

= a + [ [ - a ) + h ] 
= [ a + ( - a ) ] + b 
= 0 + b 

= b . 
x , y என்பது சமன்பாட்டின் இரு மூலங்களானால் 

a + x = b 
4 + y = b 
ஃ a + x = a + y 


3.4.3 தேற்றம் : R வளையத்திற்கு ஒருமை உறுப்பு உண் 
டெனில் அது ஒன்றே ஒன்றுதான் . 

முடியுமானால் , R- க்கு e , 1 என்ற இரு ஒருமை உறுப்புகள் : 
இருப்பதாகக் கொள்க . 
a E R என்றால் 
ae = ell = l 

... 1 
ael = ela = a 
இங்கு e , el E R என்றிருக்கவேண்டும் . 

1 - ல் a = t ! என்க , : ele = eel • e ! 
2- ல் a = e என்க • eel = ele = e 

e = el 
குறிப்பு : வளையத்தின் வரையறை D - 4- ன்படி ஒவ்வொரு 
வளையத்திற்கும் கூட்டல் எதிர்மாறு உறுப்பு உண்டு : ஆனால் , 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பைப் பொறுத்தவரை , நிலைமை மாறுபட் 
டிருக்கிறது . மெய்யான எண்களாலான வளையத்தில் பூச்சியத்தைத் 
தவிர மற்ற எண்களுக்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்புகள் உண்டு . 
ஆனால் , முழு எண்கள் வளையம் 1 - ல் 1 , -1 என்ற உறுப்புகளைத் 
தவிர மற்ற முழு எண்களுக்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்புகள் 
1.ன் உறுப்புகள் அல்ல . எனவே , பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு 
கள் இல்லையெனலாம் . 

3.4.4 தேற்றம் : ஒருமையுடன் R வளையத்தின் உறுப்பு : 
a - க்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு இருந்தால் அது ஒன்றே 
ஒன்றாகத்தான் இருக்க வேண்டும் . 
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a- க்கு s , t என்று இரு பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்புகள் இருப்ப 
தாகக் கொண்டால் 


as = sa = e . 

at = ta = e 
மேலும் a e = ea = a என்பது தெரிந்ததே . 

S = 5e 
= ( at ) 
= (sa ) t 
= et 


எனவே a- க்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு இருந்தால் 
அதை ‘ a - 1 எனக் குறிப்போம் . 
3.4-5 தேற்றம் : R வளையத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பு a - ம் 

a . 0 = 0 • a = 0 என்று இருக்கவேண்டும் 
a + 0 = a என்பது தெரிந்ததே . 
a . a = a • ( a + 0 ) 

= a . a + a . 0 
மேலும் a • a = a • 

a + 0 
அதாவது a • a + 0 = a . a + a . 0 

0 = a.0 
R பரிமாற்று வளையமென்றால் a . 0 = 0 • a = 0 
R அப்படிப்பட்ட வளையம் இல்லை யென்றால் 

asa = ( a + 0 ) • a 

= a . a + 0 . a 
a . a = a sa + 0 
ஃ a . a + 0 = a . a + 0 : a 

ஃ 0 = 0 . a 
எனவே கீழ்க்கண்ட தன்மைகள் எளிதானவை , 

( 1 ) a - ( b ) = - ( ab ) 
( 2 ) ( -a ) - b = - ( ab ) 
( 3 ) ( -a ) • ( -b ) = ab 
( 4 ) a . ( b - c ) = ab- ( ac ) 
( 5 ) ( b - c ) - a = ba- ( ca ) 
( 1 ) ab + a ( --b ) = a + [ b + ( -- b ) ] 

= a . 0 

= 0 
ஃ a . ( - b ) = - ( ab ) 
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( 2 ) ( -a) . b + ( ab ) = [ [ -0 ) + a ] - b 

= 0 - 5 


- 


A 


a . 


b + 


3.5 உபவளையம் : R ஐ ஒரு வளையமென்க . R- ன் காலியில்லாத 
உபகணமாக S ஐக் கொள்க . S என்பது ஓர் உபவளையமென்றால் 
கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு 5 கட்டாயம் கட்டுப்பட்டிருக்க 
வேண்டும் . 

( 1 ) R- ல் குறிப்பிட்ட கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகளைப் 
பொறுத்து S ஓர் அடைப்புக் கணமாக வேண்டும் . 

( 2 ) a E S என்றால் , -a ES . 

ஒற்றுருவு தன்மை ( Isomorphism ) : R , S என்ற இரு வளையங் 
களை எடுத்துக்கொள்க . 

a + al , b + h ! என்னும்படி a , b என்ற உறுப்புகள் R 
வளையத்தைச் சேர்ந்தும் , al, b உறுப்புகள் வளையத்தைச் சேர்ந் 
தும் எடுத்துக்கொள்க . 

( a + b ) + ( I + H ) 

al . b 
என்றால் R ஒற்றுருவு தன்மை விதியின் மூலம் - ஆக மாறும் .. 
அதாவது 1 + 1 மாற்றத்தின் மூலம் R ஐ S- க்குமேல் மாற்றி , R வளை 
யத்தின் கூட்டல் , பெருக்கல் செய்கைகள் பாதுகாக்கப்பட்டால் , 
R ஒற்றுருவு தன்மையினால் ஏ ஆக மாறும் 

( A ) ஐ ( a + by ! = al + hl 

( a + b } / = a . b என்றும் எழுதலாம் . 
x -+ x என்பது R- ன் ஒற்றுருவு தன்மையின்மூலம் ; -க்கு 
மேல் மாற்றினால் , 

x + x என்பதன் மூலம் S- ன் ஒற்றுருவு தன்மையின் மூலம் 
R- க்கு மேல் மாற்றலாம் . 

அதாவது R , S- க்கு ஒற்றுருவு தன்மையுடையதானால் , S , R- க்கு 
ஒற்றுருவு 

தன்மையுடையது . எனவே , R , S என்பவைகள் 
ஒற்றுருவு தன்மைகளையுடைய வளையங்களாகும் . 

3.5-1 தேற்றம் : x --- x என்பது R வளையத்தை ஒற்றுருவு 
தன்மையின் மூலம் . வளையத்திற்கு மேல் மாற்றினால் , 
1. R- ன் பூச்சியம் 0 என்று இருந்து 0 – 0 என்றால் S- ன் 

பூச்சியம் 0 . 
2. a E R என்றால் -a + --a 


நவ இயற்கணிதம் 


3. R- க்கு ஒருமையுறுப்பு .யாக இருந்து e – e என்றால் 
, s- ன் ஒருமையுறுப்பு . 
4. R ஒரு பரிமாற்று 

வளையமென்றால் , 9 ஒரு பரிமாற்று 
வளையமாகத்தான் இருக்கவேண்டும் . 

1. b + b என்க . 

b + 0 = b 
b - b + 0 

– b + 0 
ஆனால் b 

b + 0 
: 0 s- ன் பூச்சிய உறுப்பாகும் . 
2. a + x = 

0 எனின் x = -- a 
0 
. ( a + x) – (4 + x ) 

= a + x 
a + x = 0 
ஃ a + x 0 

-a 
ஃ- a + -a . 


ஃ b 


-- 


= 


- 


ae 


= ea 


3. aER 

ac = ea = a 
ae + a e 
ea – e a 
a + al 

= a என்பதால் 
a e = e a = a என்றாகும் . 

e என்பது $ -ன் ஒருமை உறுப்பாகும் . 
4 , a , b என்பவை R- ன் ஏதாவது இரு உறுப்புகளாகக் 
கொள்க . 

R ஒரு பரிமாற்று வளையமென்றால் 

b = b . a 

b - a . 
b a + b . a 

b.a 
ஃ S ஒரு பரிமாற்று வளையமாகும் . 
அவ்விதமே S ஒரு பரிமாற்று வளையமெனின் R ஒரு பரிமாற்று 
வளையமாகும் . 


a . 


. 


. 


வளையங்கள் 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1. கீழ்க்கண்ட கணங்களில் , எவைகள் வளையங்களெனக் 
கண்டு , பூச்சியம் , கூட்டல் , எதிர்மாறு உறுப்புகளைக் கண்டுபிடிக்க . 

( a ) 5 ஆல் வகுபடும் எல்லா முழு எண்களின் கணம் 
( சாதாரணக் கூட்டல் , பெருக்கலைப் பொறுத்து ) 
( b ) x , 

என்பவை மிகை எண்கள் கணத்தின் உறுப்பு 
களானால் x + y v3 வடிவத்திலுள்ள எல்லா மெய்யான எண்கள் 
கணம் - (சாதாரணக் கூட்டல் , பெருக்கலைப் பொறுத்து ) 
( c ) x , y , z முழு 

எண்கள் கணத்தைச் சேர்ந்திருந்தால் 
x + y 12 + 2 14 வடிவத்திலுள்ள மெய்யான எண்களின் கணம் 
- (சாதாரணக் கூட்டல் , பெருக்கலைப் பொறுத்து ) 

( d ) ஒற்றைப்படை எண்களாலான கணம் ( சாதாரணக் 
--கூட்டல் , பெருக்கலைப் பொறுத்து ) 

( c ) m என்பது ஒரு முழு எண்ணாகவும் , n என்பதை மிகை 
ஒற்றைப்படை எண்ணாகவும் கொண்ட m / n என்ற விகிதமுறு 
எண்களால் ஆன கணம் ( சாதாரணக் கூட்டல் , பெருக்கலைப் 
பொறுத்து ) 

( f ) ( 0,1,2 ) என்ற மூன்று எண்களாலான கணம் ( கீழ்க்கண்ட 
கூட்டல் , பெருக்கலைப் பொறுத்து ) 
( + ) | 0 1 

( - ) | 0 

1 2 


0 


0 


1 


2 


0 


0 


0 


1 


1 


2 0 


1 


0 


1 


2 


2 2 0 1 

2 0 2 1 
( g ) ( a , b , c , d ) என்ற நான்கு கணியங்களாலான கணம் 
( கீழ்க்கண்ட கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகளைப் பொறுத்து ) 
( + ) | a b d ( - ) | a b 

d 


C 


C 


a 


a 


b 


C 


d 


a 


a 


a 


a 


b 


b 


C 


d 


a 


b 


u 


C 


d 


a 


b 


C 


a 


a 
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d 


d 


b 


d 


a 


C 


a 


எல்லா முழு எண்களாலான கணம் S- ல் கூட்டல் சாதாரண 
முறையில் வரையறுக்கப்பட்டி ருக்கிறது . அந்தக் கணத்திலுள்ள 
இரு கணியங்களின் பெருக்குத்தொகை 0 என்னும்படி பெருக்கல் 
வரையப்பட்டிருக்கிறது . இந்தக் கூட்டல் பெருக்கல் விதிகளைப் 
பொறுத்து ) ஒரு வளையமா என்று ஆராய்க . 


aba 


11 , என்பன முழு எண்களாகக் கொள்க . a b = 
amb = a + b என்று வரையறுக்க . 6 விதியைக் கூட்டலாகவும் 8 
விதியைப் பெருக்கலாகவும் கொண்டு முழு எண்கள் கணம் ஒரு . 
வளையமா என்று ஆராய்க . 

4. மேற்கண்ட கணத்தில் aab = a + b - 1 ; 70b = a + b - ah . 
என்ற விதிகளின்படி , முழு எண்கள் கணம் ஒரு வளையமென 
நிரூபி . 


5 . ஒரு கணத்தின் எல்லா உபகணங்களாலான வளையத்தின் 
இரு உறுப்புகள் a , b என்க , 

( 1 ) a = 
( 2 ) a + x = 6 என்ற சமன்பாட்டின் மூலம் 

x = a + b என்று நிரூபி . 
6 . R என்ற வளையத்தின் உபவளையங்கள் S , T என்க . 

SO T என்பது -ன் உபவளையமெனக் காண்பி . 
7. R என்ற வளையத்தில் ( * = a ( aE R ) என்றால் பூலியன் 
வளையம் ( Boolean ring ) எனலாம் . R என்பது 

பூலியன் 
வளையமெனின் 2 , = 0 என்று நிரூபி . மேலும் R ஒரு பரிமாற்று 
வளையமெனவும் நிரூபி . 

8. R , S என்பவைகளை வளையங்களாகக் கொள்க . TER , 
SE 

என்றிருக்கும்போது ( r , s ) என்று வரிசைப்படுத்திய 
ஜதைகளாலான கணத்தை T = RXS எனக் கொள்க . 

{ r } , S } ) + ( ry , sy ) = [ { ! } + re ) , ( s1 + se ) ] 

( ri , 51 ) . ( 2 , 3 , ) == { ry rs , sx S , ) 
என்று வரையறுத்த T ஒரு வளையமென நிரூபி . 7 வளையத்தின் 
பூச்சிய உறுப்பைக் கண்டுபிடி . T- க்கு ஒருமை உறுப்பு இருக்க 
வேண்டின் அதற்கான நிபந்தனை என்ன ? 
9. { f + y ) x = f ( x ) + g ( x ) 

= f ( x ) . g ( x ) 
என்ற 

விதிகளின்படி ( 0 , 1 ) இடைவெளியிலுள்ள மெய்யான 
மதிப்புகளையுடைய தொடர்ச்சியான சார்புகளான கணம் ஒரு 
வளையமென நிரூபி . 


4 . 


எண் அரங்கம் 


( INTEGRAL DOMAIN ) 


4.1 . முன்னுரை : முழு எண்களின் தொகுதி , ஒருமையுடன் 
கூடிய பரிமாற்று வளையமெனினும் , முழு எண்களின் தொகுதிக்குச் 
சில தனித்தன்மைகள் இருப்பதைக் காண்கிறோம் . இந்தத் தனித் 
தன்மைகள் மற்ற வளையங்களில் இருப்பதில்லை . இப்போது இந்தத் 
தனித் தன்மைகளில் சிலவற்றைக் கொண்ட தொகுதியை 
வருணிப்போம் . 


எண் 


4.2 . எண் அரங்கம் 

வரையறை : ஒருமையுடன் கூடிய ஒரு பரிமாற்று வளையத் 
திற்கு ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட உறுப்புகள் இருப்பின் , அந்த 
வளையத்திற்குக் கீழ்க்கண்ட தன்மை பொருந்தியிருந்தால் , அதை 
எண் அரங்கம் D என்போம் . 

rs = 0 என்னும்படியாக r , SE D என்றால் r = 0 அல்லது 
s = 0 என்றிருக்கவேண்டும் . 
குறிப்பு : 

அரங்கத்திற்கு ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட 
உறுப்புகள் இருக்கவேண்டுமெனக் குறிப்பிட்டதை நோக்கின் 
அதற்குக் குறைந்தது ஒரு பூச்சியமில்லாத உறுப்பாவது இருக்க 
வேண்டும் . 
மாதிரி : முழு எண்கள் வளையம் , விகிதமுறு 

எண்கள் 
வளையம் , மெய் எண்கள் வளையம் , சிக்கல் எண்கள் வளையம் யாவும் 
எண் அரங்கங்களே . 

4.2.1 . தேற்றம் : கீழ்வரும் இரண்டு நிபந்தனைகளும் ஒன்றே 
என்று நிரூபி . 

( i ) rs = 0 என்னும் படியாக , s E D என்றால் , = 0 அல்லது 
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நவ இயற்கணிதம் : 


( ii ) c + 0 , ac = be என்னும் படியாக a , b , c E D என்றால் , 
a = b . c # 0 , ac = bt என்னும்படியாக a , h , E D என்றால் a = b .. 

xy = 0 என்றால் x , y E D ; x = 0 அல்லது y = 0 ஆகும் . 
ac = bc , c + 0 என்க . 

ac - bc = 0 
.. ( a - b ) c = 0 
c + 0 என்பதால் a --- b = 0 : a = b 
இப்போது , 

ac = bc , c = 0 என்றால் a = b ஆகும் . 
xy = 0 , x ,yE D என்க . 
y # 0 என்றும் கொள்க . 
0 • y = 0 என்பதால் , 
ay + 0y. 
y40 என்பதால் , 


அதேபோல் x + 0 என்று கொண்டால் y = 0 ஆகும் . 


4.3 வரிசை எண் அரங்கம் ( Ordered Integral Domain) 

வரையறை : D என்ற எண் அரங்கத்தை , வரிசை 
அரங்கமெனக் கொள்வதற்கு , D- க்குக் கீழ்க்கண்ட தன்மைகளை 
யுடைய Dp என்ற உபகணம் இருக்கவேண்டும் . 


எண் 


1. a, b E D எனின் a + b EDp ( கூட்டலில் அடைப்பு ) 
2. a, b ED . எனின் a h • E Dp ( பெருக்கலில் அடைப்பு ) 

3. D- ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு a- யும் a = 0 , ( E Dp , -a E Dp 
என்ற மூன்று நிபந்தனைகளில் ஏதாவது ஒன்றே ஒன்றுக்குக் 
கட்டுப்பட்டிருக்கவேண்டும் . 

( முப்பகுதி விதி ) 


Dp- ன் உறுப்புகளை , D- ன் மிகை உறுப்புகள் எனலாம் . Dp- ல் 
இல்லாத பூச்சியமாகாத உறுப்புகளை D- ன் குறை உறுப்புகள் 
எனலாம் . 

மாதிரி 1 : I என்ற முழு எண் கணத்திற்கு , 1 , என்ற மிகை 
முழு எண் கணமுள்ளது . எனவே , I ஒரு வரிசை எண் அரங்க 
மாகும் . 
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மாதிரி 2 : விகிதமுறு எண்கள் கணம் R- க்கு , / என்பது Dp 
போல் ஓர் உபகணமாகும் . 

R ஒரு 

வரிசை எண் 
அரங்கமாகும் . 


எனவே . 


4.4 . D ஒரு வரிசை எண் அரங்கமாகவும் DE , D- ல் உள்ள 
மிகை உறுப்புகளைக் கொண்ட கணமாகவும் எடுத்துக் கொள்க . 

a , b E D என்றும் கொள்க . 
d - bE Dp என்றால் , a > b அல்லது b > a என்று கூறலாம் , 
அதேபோல் / > 0 எனின் , u E D. , a , D- ன் மிகை உறுப்பாகும் . 
அதேபோல் a < 0 எனின் -aEDp i . a , I ) - ன் குறை உறுப்பாகும் . 


. 


4.4.1 தேற்றம் 
1. a > 0 , b > 0 என்றால் , a + b > 0 ஆகும் . 

> 0 , b > 0 என்றால் ab > 0 ஆகும் . 
3. a E D என்றால் a . க்கு a = 0 அல்லது a > 0 , a < 0 என்ற 
ஏதாவதொரு தன்மைதான் இருக்கவேண்டும் . 
1. a > 0 , s a E Dp 
b > 0 , bE DA 

a + bE DA 

a + b > 0 
.. ab E Dp 

ab > 0 


2 . 


3. a E D எனின் , 

a = 0 , ( E Dp , -a E D , என்ற ஏதாவதொரு தன்மை 
யாக இருக்கவேண்டும் . 

அதை a = 0 , a > 0 , a < 0 என்று கூறலாம் . 
4.4-2 கிளைத்தேற்றம் 

1. a > b எனின் , ஒவ்வொரு ( E D- க்கும் a + c > b + c 
2. a > b , c > 0 எனின் , ac > be 
3. a > b , c < 0 எனின் at < bc 
4. a > b , b > 0 எனின் a > c 
5 . a + 0 எனின் , a > 0 

1. a > b என்பதால் , ( a - b ) > 0 
( a + c ) - ( b - c ) = ( a - b ) 

> 0 
( a + c ) > ( b + c ) 
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2. a > b : ( a - b ) > 0 

c > 0 
ஃ ( a - b) c > 0 

ac - be > 0 
ac > bc 


3 , a > b, c < 0 


ac > 


-- 


- bc 


ac < be 


4. a > b , b > c 

ab > bc | 


a > e 


5 . a # 0 என்பதால் , 

a > 0 என்றோ -a > 0 என்றோதான் 
வேண்டும் . 


இருக்க 


a > 0 என்றால் a > 0 

a > 0 
a . a > 0 

a > 0 
- a > 0 என்றால் ( -1 ) * > 0 

a > 0 


குறிப்பு : az0 என்றால் a > 0 அல்லது a = 0 எனக் கொள்க . 
4.5 ( -ன் நிறைந்த மதிப்பு ( Absolute Value ) 

வரையறை : D ஒரு வரிசை எண் அரங்கமாகவும் a E D என்றும் 
கொள்க . 

( 1 ) a > 0 | a = a 

( 2 ) a < 0 | a | = -a என்ற நிபந்தனைகளுக்கு a உட்பட் 
டிருந்ததால் , || ஐ a- ன் நிறைந்த மதிப்பு என்போம் . 
4.6 கணிதத் தொகுத்தறி தத்துவம் ( Mathematical Ioduction ) 

கணிதத் தொகுத்தறி முறைக்கு உதவியான தேற்றத்தை 
இப்போது நிரூபிப்போம் . 
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4.61 தேற்றம் : கீழ்க்கண்ட இரு தன்மைகளையுடைய மிகை 
முழு எண்களின் கணமாக K என்பதைக் கொள்க . 

1. 1 EK 

2. k E K என்னும்படியாக k ஒரு மிகை முழு எண் என்றால் 
k + 1EK . அப்போது K என்பது மிகை எண்கள் எல்லா 
வற்றையும் கொண்ட ஒரு கணமாகும் . 

K -ல் இல்லாத மிகை முழு எண் ஒன்று இருப்பதாகக் 
கொள்க . 
K -ல் இல்லாத மிகை முழு எண்கள் கணத்தை U என்க 

காலிக் கணமன்று . அதன் மிகக் குறைந்த உறுப்பு m 


U ஒரு 
என்க . 


// +1 


1EK 


. 


10 


} } } என்பது ( /-ன் மிகக் குறைந்த உறுப்பு m என்பதால் 
-1U .m - 1EK.. 
K = m - 1 என்றால் , 
K + 1 = m 

m E K இது சாத்தியமன்று . 

K- ல் இல்லாத மிகை எண் கிடையாது . 
4.6.2 . தொகுத்தறி தத்துவம் : n என்ற ஒவ்வொரு மிகை 
முழு எண்ணுக்கும் S. என்ற ஒரு கருத்து நிலவட்டும் . எல்லா 
மிகை எண்களும் . கருத்துச் சரியென்பதற்கு , 


1. S ) கருத்துச் சரியாயிருக்கவேண்டும் . 

2 . S சரியாக இருக்கும்படியான K என்ற மிகை முழு எண் 
இருக்குமானால் , Sk + ) கருத்தும் சரியாகவே இருக்கும் . 

n ( ! 1 + 1 ) 
மாதிரி : 1-2 + 3 ...... + n 

என்ற கருத்தை S. 


- 


... 


என்க , 


1. 2 


S = 1 = 


2 


. 


S , சரியே . 


k ( k + 1 ) 


+ k 


- 


Sk = 1 + 2 + 3 ...... 


S சரியென்று கொள்க . 
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k ( k F1 ) 
1 + 2 + 3 ...... + k + k + 1 = 

2 


+ k + 1 . 


= 


( k+ 1 )[ +1 ) 


( k + 1 ) ( k + 2 ) 

2 


ஃ Sk + 1 கருத்துச் சரி , 

தொகுத்தறி தத்துவத்தின்படி S. கருத்து எல்லா மிகை 
முழு எண்கள் -க்கும் சரியே . 
4.6.3 . aER ( R ஒரு வளையம் ) என்க . 

= d என்க . 

ak +1 = ak . d என்று வரையறுக்க . 
தொகுத்தறி தத்துவத்தின் படி S. ( = ar ) கருத்து எல்லா மிகை 
முழு எண்களுக்கும் சரியே . 


-- 


- 


Sk 


- k என்க . 


- 


( 1 


k 


( 


ar . an = amin 
S. = am.a1 

{ / m . ( 

art 1 
= am . ak 

um 
Sk + 1 = an ak + 1 tam . ak .. 

== ( m + 

= an + k + 1 
ஃ . Skt | சரியே . 

தத்துவத்தின்படி S. , கருத்து எல்லா மிகை முழு எண் 
களுக்கும் சரியே . 
மாதிரி : ( am ) ? = dmr [ " , " ஏதாவது இருமிகை முழு எண்கள் ] 
S. = ( am ) " 

( am ) an சரியே , 
Sk 

( am ) k 
Skin 

( am ) k + 1 
( am ) k . ( am ) 

amk 
= Qmk + m 

= am k + 1 
ஃ Sk + ) கருத்துச் சரியே . 


= 


amn . 


= 


- 


ank 


1 


- 


-- 


•• am 


தத்துவத்தின்படி S. கருத்து எல்லா மிகை முழு எண்களுக்கும் 
சரியே . 
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4.7 பியானோவின் வெளிப்படை உண்மைகள் ( Peano s Axioms ) 


எல்லா முழு எண்களின் தொகுதியும் வரிசை எண் அரங் 
கத்தின் தன்மைகளைக் கொண்டிருக்கிறது என்று கண்டோம் . 

இங்கு மிகை முழு எண்களின் சில தன்மைகளைமட்டும் 
எடுத்துக்கொண்டு , மற்றத் தன்மைகளை இலேசாக நிரூபிப்போம் . 

இந்தச் சில தன்மைகளைப் பியானோவின் வெளிப்படை 
உண்மைகள் என்போம் . ( ஏனெனில் இவை இத்தாலியக் கணித 
மேதை G. பியானோ என்பவரால் எடுத்தாளப்பட்டது .) 

எல்லா மிகை முழு எண்களின் கணத்தை N என்க , 
வெளிப் படை உண்மை 1 : 1 E N. 

உண்மை 2 : N- ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு m -க்கும் அடுத்த 
உறுப்பு m ( E N ) என்ற ஒரே ஓர் உறுப்புத்தான் உண்டு . 


உண்மை 3 : எந்த உறுப்பின் அடுத்ததும் ( m - ம்) + 1 
( அதாவது 1 என்ற முழு எண் எந்த ஒரு மிகை முழு எண்ணுக் 
கும் அடுத்த உறுப்பன்று . ) 

உண்மை 4 : n = என்னும் படியாக 11 , n EN என்றால் 
= m = H என்றாகும் . 
உண்மை 5 : N- ன் உறுப்புகளைடைய ஒரு கணம் K என்க , 

( i ) 1 E K 

( ii) k EK எனின் k EK என்ற நிபந்தனைகளுக்கு 
உட்பட்டிருந்தால் K = N என்றாகும் . 


4.7.1 

= ri + 1 என்றும் 
m + k = ( m - k ) என்றும் வரையறுப்போம் . இதன்மூலம் 
m + k என்பது வரையறுக்கப்பட்டிருக்கிறது என்று கொள்வோம் . 
இப்படி வரையறுக்கப்பட்ட உறுப்புகளையுடைய கணம் k- ம் N- ம் 
ஒன்றே . எனவே கூட்டல் செய்கை என்பதை , N ஐப் பொறுத்து 
வரையறுக்கலாம் . 
பெருக்கல் வரையறை 

m . 1 = m 

இதன்மூலம் தொகுத்தறி தத்துவத்தினால் m . k என்பது வரை 
யறுக்க முடிகிறது . 

ms k = mk + m என்று வரையறுப்போம் . 
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குறிப்பு : நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம் ( Well - ordered set ) : 
காலியில்லாத மிகை முழு எண்கள் கணத்தில் , S என்ற உறுப்பும் 
1 < s என்று அமையும்படி , கணத்தின் மிகக் குறைந்த எண் 1 * 
இருக்கும் . இந்தத் தன்மையை மிகை முழு எண் கணத்தின் நன்கு 
வரிசைப்படுத்தும் தன்மை என்போம் . 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1. a > b என்றால் -- a < - b என்று நிரூபி , 
2. a > b , c > d என்றால் a + c > b + d என்று நிரூபி . 
3. a > 0 , ab > ac என்றால் b > 0 என்று நிரூபி . 
4 . 

| ab | = | a | - | b | என்று காண்பி . 
5. -Ta | s a < | a ) என்று காண்பி . 
6 . 

| a + b | < | a = + | b ! என்று காண்பி. 
7. பரிமாற்று வளையத்தின் உறுப்புகள் ( , h என்றால் ( ab ) = 
arh ? ( 1 என்பது ஏதாவதொரு மிகை முழு என் என்க ) என்று 
காண்பி . 


8. m என்ற ஒவ்வொரு முழு எண்ணுக்கும் m ( a + b ) = 
" a + mb என்று காண்பி . 


9. m . n என்ற எல்லா முழு எண்களுக்கும் ma - na = ( 71 + 1 } as 
என்பது சரியென்று காண்பி . 


5. வகுத்தல் இயற்கணிதம் 


( DIVISION ALGEBRA ) 


5.1 முன்னுரை : 

வளையங்களின் தன்மைகளைப்பற்றி ஆராயும் 
போது , முழு எண்கள் வளையம் ( எப்படி ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய 
பரிமாற்று வளையமெனக் கண்டோம் . மேலும் I , ஒரு வரிசைப் 
படுத்தப்பட்ட எண் அரங்கமெனவும் , அதில் P என்ற மிகை முழு 
எண் கள் வளையம் , ஒரு நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட எண் அரங்க 
மெனவும் விளக்கினோம் . 

இப்போது வளையத்தின் வேறு சில தன்மைகளைக் கவனிப் 
போம் . 


5-2 வகுக்குமெண் ( காரணி Factor ) 

வரையறை : a b E / எனக் கொள்க . ? E / என்ற படி ( = 
என்றமைந்தால் , h என்பது a . யின் வகுக்குமெண் அல்லது காரணி 
என் போம் . 


படன் 


a ஐ ஆல் வகுக்கமுடியும் . ( ! ஐ / -ன் 

மடங்கு 

எனவும் 
கூறலாம் . 
குறிப்பு 1 : 

0 .0 ( hE I ) என்பதால் , ஒவ்வொரு முழு 
எண்ணும் 0 - ன் காரணியாகும் . 
குறிப்பு 2 : aEI என்றால் + 1 , 

என்பவை 
வகுக்குமெண்களாகும் . 

குறிப்பு 3 : b என்பது a . ன் வகுக்குமெண் ஆனால் , u = hc 
என்றிருக்கும்படி CE / அமையவேண்டும் . 

-a = b ( -c ) 

h என்பது - a- ன் வகுக்குமெண்ணாகவும் இருக்கும் . 
எனவே a , -a என்பவைகளுக்கு ஒரே வகுக்குமெண்தான் 
உண்டு என்பது தெளிவு . 
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குறிப்பு 4 : 

(1 என்ற மிகை முழு எண்ணின் வகுக்குமெண் 
- ‘ b என்ற மிகை முழு எண் என்றால் b < a என்று இருக்க 
வேண்டும் . 


ஏனெனின் , a = tc என்பதிலுள்ள - ஒரு மிகை முழு எண் 
ஆவதால் c = 1 , b = 0 . 


. bc > b 


ஃ a > > 


இந்தக் குறிப்பு a + 0 என்றால் மட்டும் பொருந்தும் . மேலும் 
+ 1 , எனவே -1 என்பவைகளின் வகுக்குமெண்கள் +1 மட்டுமே . 


5.3 பகாவெண் ( Prime Number )) 

வரையறை : 1 அல்லது -- 1 தவிர்த்த பூச்சியமில்லாத முழு 
எண் U என்பது பகாவெண்ணாக வேண்டின் , அதன் வகுக்கு 
மெண்கள் +1 , + U என்பவை மட்டுமே இருக்கவேண்டும் . 

குறிப்பு 1 : 2 , 3 , 5 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 23 , 29 என்பவை 
பகாவெண்களுக்குச் சில உதாரணங்களாகும் . 
குறிப்பு 2 : U என்பது ஒரு ப காவெண் எணின் 

U- வும் ஒரு 
பகாவெண்ணே . 
5.4 வகுத்தல் கணக்கு ( Division Algorithum ) 

a , b E I , b > 0 என்றால் a = qb + r [ 0 < r < h ] என்றி 
ருக்கும்படி q , r என்ற ஒரே ஒரு முறை முழு எண்கள் உண்டு. 
நிரூபணம் : a = gb + r என்றால் , 

• qb ஆகும் . 
xE I என்றபடி ( a - xb ) அமைப்பிலுள்ள பூச்சியமில்லாத முழு 
எண்கள் தொகுதியை எடுத்துக்கொள்ளுவோம் . 
அதாவது , 

S = { a - xb ; x E I , a - xb > 0 } 

b > 0 என்ற முழு எண் என்பதால் 
b > 1 ஃ a | . b = | ai 

a + | a i • b > a + i a | 


ஃ x = -Ta | என்று எடுத்துக்கொண்டால் S கணத் 
திற்கு a - ( -- | a ) b என்ற ஓர் உறுப்பாவது இருப்பது தெரி 
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கிறது . 0 S S என்றால் , S- ன் மிகக் குறைந்த எண் 0 ஆகும் . 


04 S என்றால் S என்பது காலியில்லாத மிகை முழு எண்களைக் 
கொண்ட கணமாகும் . மிகை முழு எண்கள் கணம் நன்கு வரிசைப் 
படுத்தப்பட்டது . எனவே , அதற்கு மிகை குறைந்த எண் உண்டு . 
அதை | என்க . 

ஃ a - qb = r என்று அமையும்படி () என்ற முழு எண் இருக்க 
வேண்டும் . 

id = qb + r 
இங்கு r > 0 , 

இப்போது r < b என்று நிரூபிப்போம் . 
| > b = என்றால் , r - b > 0 
/ - b = a-- qb - b 

= a- ( q + 1 ) 5 
* , r - bES . 
b > 0r -- b < r . அதாவது (r - b ) என்ற S- ன் உறுப்பு , -ன் மிகக் 
குறைந்த உறுப்பான r ஐ விடச் சிறிதாயிருக்கிறது . 
முடியாத ஒன்று . எனவே r < b . 


இப்போது கண்ட q , r என்பவைகள் ஒன்றே a = qb + r சமன் 
பாட்டைச்சரிசெய்யும் எனக் காண்போம் . முடியுமானால் q , r என்ற 
வேறு இரு முழு 

எண்கள் a = qb - r சமன்பாட்டைச் சரி 
செய்யட்டும் . 
அதாவது a = q b + 7 

0 < r < b 
a = q + r 
. b + r = 

( b + 
ஃ btg - 4 ) = r - 
||( 4 
b > 0 என்பதால் = b 

ஃ b | q - q ! = | / - r | 
0 < rb, 05 : - 
: b | q - q | < b 


- 


ஆனால் 14 - a | மிகை முழு எண் ஆகும் . 
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எனவே , 


இந்தச் சமனின்மை சரியென்றால் 19 - q | = 0 


ஃ q = q 


ஃ 


qb + r என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள q , r என்பவைகளின் 
மதிப்புகள் ஒரே வகையானவையே , 


குறிப்பு : ஏ என்பதை ஈவு என்றும் " என்பதை மீதி என்றும் 
கூறலாம் . 


r == 0 என்றாலொழிய 5 , a- ன் வகுக்குமெண் ஆக முடியாது . 


5.4.1 தேற்றம் 

b என்பது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மிகை முழு எண்ணாகக் 
கொள்க . 

u என்பதை ஏதாவது ஒரு மிகை முழு எண்ணாகக் 
கொண்டால் fmbm + rm 1 

நா . - 1 + 

+ r ; b + r ) என்றிருக் 
கும்படி m என்ற குறையில்லாத முழு எண் இருக்கவேண்டும் . 


= 


... on... 


ப 


1 


( இங்கு 0 < rm < 6 , 0 < r ; < b_ i = 0,1 
a > b என்றால் 70 = a என்றாகும் . அப்போது ! 12 = 0 , 

a > b என்றால் 4 = 40b + r , ( 0 < re < h ) இங்கு , = > 0 


- 


- 


40 < b என்றால் , 

40 , 177 

1 . 
4. 2 5 என்றால் 4.ஐ 
40 = q + b + T [ q / > 0 , 0 < r < b ) என்று எழுத 


லாம் . 


அப்போது a = 416 " + I1 + ro 

இங்கு q | < b என்றால் , + 41 , m = 2 என்று கொள்ளலாம் . 
ஆனால் q | > > என்றால் 41 ஐ 

41 = 4 , b + r ,, ( q : > 0 , 0 < r , < b ) என்று 
கொள்ளலாம் . 
அப்போது a = q , b * + r , b * + r b + , என்றாகும் . 
இவ்வாறு படிப்படியாகச் செல்லும்பொழுது நமக்கு வேண்டிய 
விதத்தில் a ஐ எழுதலாம் . 

இங்கு a > q . > q > q , > ...... 
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0 < qm | < b என்னும் படியாக முதல் q m - 1 இருந்தால் 


rn = 4m - 1 என்று கொண்டு a ஐ மேற்கண்ட விதத்தில் எழுதலாம் . 


5.5 மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி ( Greatest Common Factor ) 

வரையறை : பூச்சியமில்லாத முழு எண்கள் a , b இவைகளின் 
மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி f என்றால் 

( 1 ) 1 என்பது a , b என்ற இரண்டு எண்களுக்கும் வகுக்கும் 
எண்ணாக வேண்டும் . மேலும் 

( 2 ) a , b என்ற எண்களின் மற்ற பொது வகுக்குமெண்கள் 
-க்கும் வகுக்குமெண்களாக வேண்டும் . 


5.5.1 ஒருபடித் தொடர்பு ( Linear Combination) 

வரையறை : a , b EI எனக் கொள்க . ax + by [ x , yE I ] 
என்ற வடிவத்திலுள்ள முழு எண்ணை , 1 , 5 இவைகளின் ஒருபடித் 
தொடர்பு எனலாம் . 


5-5-2 . தேற்றம் : a , b என்பவை பூச்சியமில்லாத முழுஎண்கள் 
என்றால் , a , b இவைகளின் ஒருபடித் தொடர்பாய் உள்ள மிகக் 
குறைந்த மிகை முழு எண்ணே , a- க்கும் -க்கும் மிகப்பெரிய பொதுக் 
காரணியாகும் . 

S = { ax + by ; x , y EI , ax + by > 0 } என்ற கணத்தை 
எடுத்துக்கொள் . 


- 


b என்க . : a + b > 0 , a + b , a , b இவை 
களின் ஒருபடித் தொடர்பு . 


ஃ S ஒரு காலியில்லாத கணமாகும் . எனவே , மிகை 

முழு 
எண்கள் கணம் நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட எண் அரங்கமாவ 
தால் , அதற்கு மிகக் குறைந்த எண் உண்டு . அதை f என்போம் . 


a . 


ஃ f = ax + b yi [ x1 , y , E I ] 
வகுத்தல் கணக்குப்படி a = qf + r 

qf 
a - q ( ax + by :) 

a ( 1 - qx ) + h ( -- gy ) 
> 0 என்றால் = S. 
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ஆனால் f , என்பது S கணத்திலுள்ள மிகக் குறைந்த 
எண் எண்பதால் r = 0 என்றாகும் . 


qf 
qf 


u 


ஃ f , a- ன் வகுக்குமெண்ணாகும் . அதேபோல் f ஐ b . ன் 
வகுக்குமெண் என்று நிரூபிக்கலாம் . எனவே f , a- க்கும் , 5 - க்கும் 
பொதுக் காரணியாகும் . 


மேலும் a- க்கும் , h- க்கும் , 4 என்பது வேறொரு பொதுக் காரணி 
என்றால் 


a 


D 


aig 
= b , 8 
ஃ f = a | gx : + b | gy , 

( ayx , + b , yag 
ஃ f , g- ன் காரணியாகும் . 


00 


குறிப்பு : f ஐத் தவிர ( -க்கும் b- க்கும் வேறு மிக்ப் பெரிய 
பொதுக்காரணி இருக்கமுடியாது . 

ஒரு வேளை f என்ற காரணி இருப்பதாகக் கொள்வோம் . 
ஃ வரையறையில் ( 2 ) ஆவது நிபந்தனைப்படி f , f ன் காரணியாக 
வும் , , f- ன் காரணியாகவும் அமையவேண்டும் , 


5.5.3 ஈக்குலிடியன் கணக்கு ( Euclidean Algorithm ) 

u , ) என்ற இரு எண்களுக்கிடையே மிகப்பெரிய 
காரணியைக் கண்டுபிடித்தல் : 


பொதுக். 


என்று கருது 
a , b என்பவைகளை மிகை முழு எண்கள் 


வது தவறில்லை . 


0 < r < b 


.... 1 


qb + r 
F + 0 என்றால் b ஐ ஆல் வகுக்க 

b = ql + r1 


0 < r < r 


... 100 


T + ) என்றால் / ஐ 11 ஆல் வகுக்க 

T + qari + r . 


0 < rs < r : 


63 : 


வகுத்தல் இயற்கணிதம் 


இவ்வாறு படிப்படியாகச் செல்லும்போது , பூச்சியம் மீதி 
கிடைக்கும் rk + | 

0 என்க . 
ஃ = qsrg + rs 

0 < rs < r , 

...... 4 

( k + :) 
rk - 2 = qklk - 1 + rk 
Ik - 1 = qk + lfk 

0 < rk < lk - 1 

...... ( k + 2 ) 


ஃ . இங்கு > ri > r .. > rk 


rk = என்பதே a- க்கும் b- க்கும் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி : 
யாகும் . 

( k + 2 ) சமன்பாட்டிலிருந்து rk , rk - 1- ன் காரணியாகும் . 


எனவே ( k + 2 ) சமன்பாட்டிருந்து rk , rx- ன் காரணியாகும் 


எனவே ( k + 1 ) சமன்பாட்டிலிருந்து k என்பது k 1 , rk2... 
என்பவைகளின் பொதுக்காரணியாகும் , 


இப்படியாக rk , a, h என்பவைகளின் பொதுக்காரணியாகும் .. 


அதேபோல , 2 என்பது a , bh- ன் பொதுக்காரணியானால் ( 1 ) , 
( 2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து c என்பது , 11 என்பவைகளின் 
பொதுக்காரணியாக வேண்டும் . 


அதேபோல் படிப்படியாக நிரூபித்து , ( என்பது rk- க்குக் 
காரணியெனலாம் . 


ஃ rk என்பது a , b என்பவைகளின் மிகப்பெரிய பொதுக் 
காரணியாகும் . 


4.5.4 ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணி ( Prime to each other 

a , b என்ற முழு எண்களின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி 1 
எனின் a , b என்பவைகள் ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணிகளாகும் . 
4.6 மிகக் குறைந்த பொதுமடங்கு ( Least Common Multiple ) 

வரையறை : இரண்டு பூச்சியமல்லாத முழு எண்கள் a , b 
என்பவைகளின் மிகக் குறைந்த பொதுமடங்கு m என்ற மிகை 
முழு எண் எனின் , 


( 1 ) m என்பது a , b என்ற இரு எண்களுடைய மடங்காக . 
வேண்டும் . மேலும் 
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( 2 ) a , h என்பவைகளின் பொதுமடங்குகள் யாவும் m- ன் 
" மடங்குகளாகவும் இருக்கவேண்டும் . 


[ V2 என்பதை 

விகிதமுறு எண் அன்று என்று நிரூபிக்க . 
முடிந்தால் , V 2 = விகிதமுறு எண் என்று கொள்க . 

[ இங்கு a , b எண்பவைகள் முழு எண்களே . 
b 


மேலும் a , b ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணிகள் ) 

a = 252 


எனவே a , 2 ஆல் வகுபடும் . 2 , ஒரு பகாவெண் என்பதால் 
ra, 2 ஆல் வகுபடும் . 


ஃ ( 2 , 4 ஆல் வகுபடும் . 


. a 


. 


= 2 62 


- 


2k . 


b " . க்கு , எனவே b- க்கு 2 காரணியாகும் . 

அதாவது a, 5 
என்பவைகளுக்கு 2 பொதுக்காரணியாகிறது . ஆனால் a , b 
" என்பவைகளை ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணிகள் 
எடுத்துக்கொண்டிருக்கிறோம் . 


என்று 


ஃ v2 + * 


[ அதாவது V2 ஒரு விகிதமுறு எண் அன்று ) . 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 


1. p = q + r என்றால் , p , q , r என்ற மூன்று முழு எண்களில் 
இரண்டின் காரணி மூன்றாவதற்கும் காரணியாகுமென நிரூபி . 

2. p , q என்ற இரு முழு எண்கள் ஒன்றுக்கொன்று காரணி 
களெனின் , p = + q என்று நிரூபி . 


3. pi , pa ... pn என்பவை வெவ்வேறான மிகைப் பகாவெண் 
என்றால் ( p1 , p ,, pg ... pn ) +1 என்ற முழு எண்ணுக்கு , Pr , p , ... 
p . என்பவைகள் ஒன்றும் காரணிகள் அல்லவென்று காண்பி . 
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4 . a, b என்ற முழு எண்களின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி 
f எனின் அதாவது u = fal , h = 1b , எனின் , a , b , என்பவை 
ஒன்றுக்கொன்று பகாக் காரணிகளெனக் காண்பி , 

5. 1 என்ற முழு எண்ணை , q என்ற முழு எண்களின் ஒரு 
படித் தொடர்பாகக் கொண்டால் ஒழிய P1 , 11 என்பவைகள் 
ஒன்றுக் கொன்று பகாக் காரணிகள் ஆகாதென நிரூபி , 

6. p , q என்ற முழு எண்களின் மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி 
1.ஐ ( p , g ) என்று குறியிடுக . 

x = yz + 1 என்றால் , 
( x , z ) = ( z , 1 ) என்று காண்பி . 

7. p = pif , q = qlf , f = ( p , q ) என்றால் p , q என்பவைகளின் 
மிகக் குறைந்த பொதுமடங்கு p . 91. d எனக் காண்பி . 


8. V3 ஒரு விகிதமுறு எண் அன்றென நிரூபி . 


6. களம் 


( FIELD ) 
8.1 . களம் ( Field ) 

வரையறை : ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையத், 
திற்கு ஒன்றுக்கொன்று மேற்பட்ட உறுப்புகள் 

இருந்து , 
கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைக்குக் கட்டுப்பட்டிருந்தால் , அந்த 
வளையத்தைக் களம் F என்போம் . 
F- ல் பூச்சியமல்லாத ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் 

உறுப்புக்கும் F- லேயே , 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு இருக்கவேண்டும் . 

குறிப்பு : எதிர்மாறு உறுப்பு ஒன்றே ஒன்றுதான் என்று 
நிரூபித்திருக்கிறோம் . எனவே F- ல் பூச்சியமல்லாத உறுப்பு : 
1 எனின் , அதன் எதிர்மாறு உறுப்பு -1 என்று குறிப்போம் . 

6-1-1 . தேற்றம் : ஒரு களம் F எண் அரங்கமாகத்தான் 
இருக்க வேண்டும் . F ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று 
வளையமாகும் . 

மேலும் rs = 0 
r = 0 எனின் தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டுவிட்டது . 
என்றால் , r- க்கு F- ல் r - 1 என்ற எதிர்மாறு உறுப்பு உண்டு . 
ஃ r - 1 ( r s ) = ( r - r ) S 

= 1. S 

= S 
ஆனால் rs = 0 
r - 1 ( rs ) = r - 1 . 0 


s = 0 
r = 0 அல்லது 3 = 0 என்றுதான் இருக்கவேண்டும் . 
ஃ F ஓர் எண் அரங்கமாகும் . 
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6.1 •2 . r , s E F , r = 0 என்றால் , ry = s என்ற சமன் 
பாட்டைச் சரிசெய்யும்படி F- ல் y என்ற ஒரே ஓர் உறுப்புத்தான் 
உண்டு. 

r = 0 என்பதால் r - 1 என்ற எதிர்மாறு உறுப்பு F- ல் இருக்கும் . 
y = r - s என்ற மதிப்பை ry = s என்ற சமன்பாட்டில் இடுக . 

r . ( r - 1s ) = (rr- ) S 


= 8 


ஃ ry = s என்ற சமன்பாட்டிற்கு y = r -- s என்பது ஒரு 
மூலமாகும் . 

முடிந்தால் மேற்கண்ட சமன்பாட்டிற்கு yx , y , என்ற இரு 
மூலங்கள் இருப்பதாகக் கொள்க . 


- 


Iy . 
r = 0 என்பதால் y = y : 
எனவே -13 என்ற ஒரே மூலம்தான் உண்டு . 
களத்தின் மாதிரிகள் 

1. விகிதமுறு எண்களின் தொகுதி . 

2. a + h V3 என்ற அமைப்பிலுள்ள மெய் எண்கள் தொகுதி 
( a , b E1 ) 

6.1-3 . தேற்றம் : முடிவுள்ள எண்களையுடைய உறுப்புகளி 
னாலான எண் அரங்கம் S , ஒரு களமாகத்தான் இருக்கும் 
al , as , 

a , என்ற வெவ்வேறான பூச்சியமில்லாத 
உறுப்புகள் S- க்கு உரித்தாகுக . 
{ ay , a ) 

an } என்ற கணத்தை எடுத்துக்கொள்க . 
A- ன் நிலையான உறுப்பு 1 , என்க . 
B { un ap , as ap , anap } என்ற கணத்தை நோக்குக . 

ap , as என்பவை எண் அரங்கம் S- ன் உறுப்புகளாதலால் 
ap + 0 , as + 0 

ஃ as ap + 0 . 
B- ன் உறுப்புகள் யாவும் பூச்சியமில்லாதவை . 
as • ap என்பது S- ன் உறுப்பாக வேண்டும் . 
B C A 

as as = at . as எனின் 

as = At 


-- 


... 
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ஆனால் as , a s- ன் வெவ்வேறான உறுப்புகள் . 

as ay # ct • ap 
B- க்கு வெவ்வேறான உறுப்புகள் உண்டு . 
A-க்கும் அதே மாதிரி வெவ் வேறான உறுப்புகள் இருப்பதால் 
B , A- ன் சரியான உபகணமாக முடியாது . 

B A. 
எனவே , S- ன் ஒருமை உறுப்பு A- யிலும் B- யிலும் இருக்க 
வேண்டும் . அதாவது k . ap 

= 1 < k < n 
* ak , as- ன் எதிர்மாறு உறுப்பு , 
..S ஒரு களமாகும் . 


R ஐ 


6.2 சிறப்பு எண் ( Characteristic ) 
வரையறை : 

ஒரு வளையமாகக் 

கொள்க . 

R- ன் 
ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் , n என்ற மிகை முழு 

இருந்து 
nu = 0 என்றால் , அந்த மிகை முழு எண்களில் மிகச் சிறிய 
எண்ணை R- ன் சிறப்பு எண் எனலாம் . 


எண் 


குறிப்பு 1 : அப்படி ஒரு மிகை முழு எண் இல்லை என்றால் R- ன் 
சிறப்பு எண் பூச்சியமென்போம் . 


பூச்சியமாக 


குறிப்பு 2 : 

சாதாரணமாக R- ன் சிறப்பு எண் 
இருக்கும் . கீழ்க்கண்ட உதாரணத்தை நோக்குக . 


P என்ற மிகை முழு எண்கள் கணத்தை எடுத்துக்கொள்க , 
அந்தக் கணத்திலுள்ள முழு எண்களை , 3 ஆல் வகுக்கும்போது , 
மீதம் 0 அல்லது 1 அல்லது 2 ஆகவே இருக்கும் . எனவே , P என்ற 
கணத்தை ஈவைப் பொறுத்து So , S ; S , மூன்று உபகணங்களாகப் 
பிரிக்கவும் . 


S 


- 


{ s . , S1 , 5 , } என்ற மூன்று 
கணத்தை எடுத்துக் கொள்க . 


உறுப்புகள் கொண்ட 


so + S1 = S 


- 


S ] + So 


So + S , 


தா 


Sg = Sa + so 


* 1 + 3 , 


- 


30 


19 + ST 


* இந்தக் கணத்தின் பூச்சியமாகும் . 
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. 


3 . S ] = so 
S1 • Y ? = SS 


= S1 • So 

SS S1 


- 


So 


1 


- 


S ? = Ss 


S9 • SO 


3. • S1| 


= S1 


. S , இந்தக் கணத்தின் ஒருமை உறுப்பு . 


S ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் . 

S : . ss = S. என்க . 
sr = sg என்றால் $ ross = s , ஆகும் 


ஃ - ன் சிறப்பு எண் 3 ஆகும் . ( பூச்சியமில்லாத சிறப்பு எண் 
உண்டு என்பதை நோக்குக ) . 


6 • 2 • 1 . தேற்றம் : D என்ற ஒவ்வோர் எண் அரங்கின் சிறப்பு 
எண்ணும் பூச்சியமாகவோ அல்லது பகாவெண்ணாகவோ இருக்க 
வேண்டும் . 


முடிந்தால் ) என்ற எண் அரங்கத்திற்குப் பூச்சியமில்லாத பகு 
எண் ‘ n உண்டு என்று கொள்க . 


அதாவது n > 0 
மேலும் 


n = ni • ns . 


1 < n < s 
1 < n , < a 


D- ன் ஒருமை உறுப்பு e எனின் ne = 0 


: ( n . nge = 0 
இதை ( " , e ) ( n ; ) = 0 என்றும் எழுதலாம் . 
ஃ nye = 0 அல்லது n , e = 0 [ D ஓர் எண் அரங்கமாதலால் ) 
ne 

= 0 என்க . 


ny a = n ( ea ) 

( nie ) a 


0 . 


21 < n . 
ஆனால் D- ன் சிறப்பு எண் n ஆகவே 

ஒரு பகாவெண்ணே , 


1 
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6.3 . விகிதமுறு எண்கள் களம் ( Field of Rational Numbers ) 

a , b El, b > 0 என்று இருக்கும்படி ( a , h ) என்ற வரிசைப் 
படுத்தப்பட்ட ஜதைகளால் ஆகிய கணம் ஐ எடுத்துக்கொள்க . 

அதாவது S = { ( s , + ) ; ! , b E1 , b > 0 } . 
( , ) ; ( c , d ) என்ற S உறுப்புகளிடையே 
( a ,hn ( ( , i ) என்ற தொடர்பை வரையறுக்க , 
( a , b ) - ( c, d ) எனின் ad = bc ஆகும் . 
~ என்ற தொடர்பைச் சமத்தொடர்பென நிரூபிப்போம் . 
1. ( 3,6 ) 

( a , b ) எனின் ah = ab ஆகும் . 
2. ( a , b ) 

( c , d) எனின் ( , d) ( a , b ) 
ஏனெனில் இரண்டு தொடர்புகளின் வரையறையும் at = bc 
என்பதேயாகும் . 


3. (a , b ) ( c , d ) ; ( c , d ) 

( e, J ) எனின் 
(a, b ) ( e , f ) . 
( a ,b ) ( c , a ) என்றால் ad = br .......... ( 1 ) 
( c , a ) ( e , ) என்றால் ( f a 

de ......... 2 ) 
( 1 ) x f : adf = hcf 
( 2 ) x . b : cfb = deb 
ஃ ad : deb 
af 

= be 

( a , b ) ( e , f ) 
6.3.1 . தேற்றம் : மேற்குறித்த சமத்தொடர்பைப் 
பொறுத்து அமையும் S- ன் எல்லாச் சமத்தொடர்புடைய கணங்களை 
யும் உடைய கணத்தை R என்க [ a , 6 ] + [ c , 1 ] [ ad + bc , bd ] . 

[ s , h ] [ c , d ] = [ at , ba ] என்ற முறையில் வரையறுக்கப்படும் 
கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகளைக் கொண்டு R ஒரு களமென நிரூபி . 

மேலும் a E R எனின் , [ 1 , 1 ] என்ற அமைப்பிலுள்ள R- ன் 
எல்லா உறுப்புகளையும் கொண்ட கணம் I , R- ன் உபவளைய 
மெனவும் , ( a , 1 ] > a என்ற மாற்றம் / ஐ /-க்குமேல் ஒற்றுருவ 
மாற்றம் எனவும் நிரூபி . 

[ a , b ] E S எனின் ( a ,bj ஐக் கொண்ட சமத்தொடர்புள்ள 
கணத்தை ( a , b ) என்போம் . 
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அதாவது ( a , b ] = [ ayb , ] என்றால் ( a , b ) (ab ) என்று 
பொருள் . 

ஃ சமத்தொடர்புள்ள கணம் [ a , b ] = { ( x , y ) ; [ x , y ) ES , 
xb = ya] என்று வரையறுப்போம் . 
( a , b ) , ( c , d ) ES ஃ b + 0 , d + 0. ஃ bd + 0 . 

( ad + bc , bd) ; ( ac , bd) E S என்றாகும் . 

[ ad + b , bd ] ; [ ac , bd ] என்பவை சமத்தொடர்புள்ள 
கணங்களாகும் . 

[ a ,b ] [ a , b , ] ; [ , ] = [ c ,, d ] என எடுத்துக் கொள்க . 
[ a , b ] + [ c , d ] = [ ad + b c; b d ] . 
[ ay , b ] + [ c , d ] [ ard, + bxck ; brd ] 
aby 

= bay ; cd , dc1 
abidd , = b aus d , ; c dib by 

dcbb , 
ஃ ( ad + bc ) b di (ad + bCr ) ba . 

* சமத்தொடர்புள்ள கணங்களின் கூட்டல் ஒரு சமத்தொடர் 
யுள்ள கணமாகும் . 
( a ,b ] • [ c , d ] = 

[ ac , bd ] . 
[ ab ] • [ c1,1 ] = [ aicibi d ] 
ab , = ba , ; cd , 

Cid . 
ab , cd , = ba , c , d . 
அதாவது a , . bid , = bd - aycy . 

எனவே , பெருக்கலும் ஒரு சமத்தொடர்புள்ள 
கூட்டல் , பெருக்கல் இவைகளின் பரிமாற்று விதிகள் , இவை 
களுக்குச் சமத்தொடர்புள்ள கணங்கள் உட்பட்டிருக்கு மென்பது 
தெளிவு . 


- 


= 


கணமே . 


[ a , b ] , [ c , d ] [ e , f ] என்ற R- ன் மூன்று உறுப்புகளை எடுத்துக் 
கொள்க . 
( [ a , b] + [ c , d] ) + [ e , f ] = [ ad + bc ; bd ] + [e f ] 

adf + bef , + bde , bdf ] 
[ a , b] + ( [ c , d ] + [ e , f ] ) = [ a , b ] + [ cf + de ; df ] 

= ( adf + bcf + bde , baf ] 


= 
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கூட்டல் தொடர்பு விதிக்கு கட்டுப்பட்டிருக்கிறது . 
[ 0 , 1 ] + [ a , b ] = [ a , b ] . 
[ 1 , 1 ] • [ a , b ] = [ a ,5 ] என்பதால் 


[ 0 , 1 ] R- ன் பூச்சியமாகவும் [ 1 , 1 ] , ஒருமையுறுப்பாகவும் 
இருக்கும் . ஆனால் d என்பது பூச்சியமில்லாத முழு எண் என்றால் , 

[ d , d ] = [ 1 , 1 ] 


அதேபோல் 


[ 0 , 1 ] = [ 0 , d ] 
எனவே , d என்ற பூச்சியமில்லாத முழு எண்ணுக்குப் பூச்சிய 
உறுப்பு [ 0 , d ] , ஒருமையுறுப்பு [ 1 , 6 ] என்பதும் தெளிவு . 

[ a , b ] = [ 0 , 1 ) என்றால் a = 0 . 

a + 0 என்றால் [ a , b ] ஐ R- ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்பாகக் 
கொள்ளலாம் . 


[ a , b ] + [ - a , b ] = [ 0 , b ] . இங்கு [ 0 , b " ] R- ன் பூச்சிய 
உறுப்பு என்பதால் , [ --ab ] என்பது [ a , b ] - ன் கூட்டல் எதிர்மாறு 
உறுப்பு . 

அதாவது - [ a , b ] = [ - a , b ] . 
[ a, b] [ [ e, d ] + [ e , f ] ) = [ a, b ] . [ of + de , df ] 

= [ arf + ade , bdf ] 
[a , b ] . [ c , d] + [ a, b ] [ e , f ] 

[ ac , bd ] + [ ae , b ] = [ acbf + blae , be df ] .. 
= [ a f + ad ?, bdf ] [ b , b ] 

[ acf + ade , bdf ] [ . b , b ] ஒருமையுறுப்பு ) . 
பரவு விதிக்கு R கட்டுப்பட்டு இருக்கும் . 
R என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் , 

[ a , t ] என்பது R- ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்பாகக் கொள்க . 
ஃ a + 0 + b + 0 . [ b , a ] ER . 
[a, b] . [ b , a ] = [ ab , ab ] . 

= [ 1 , 1 ] 


[ a , b ) - ன் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு ( b , a ] என்பது 
தெளிவு . 

எனவே R ஒரு களமாகும் . 
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a E1 என்று இருக்குமாறு [ u , 1 ] என்ற அமைப்பிலுள்ள R- ன் 
எல்லாக் கணங்களைக் கொண்ட கணத்தைா என்க 

[ a , 1 ] - > a என்ற ஐ /-க்கு மாற்றும் மேல் மாற்றத்தைக் 
சுவனிக்க . 


[ a , 1 ] = [ b , 1 ] என்றிருக்க , a = b ஆகத்தான் இருக்க 
வேண்டும் . 


I ஐ 1 - க்கு மேல் மாற்றம் ஒன்றுக்கொன்றானதுதான் . 
மேலும் ( a , 1 ] + [ b , 1 ] = [ a + h , 1 ] - > a + h . 

[ a , 1 ] [ b , 1 ] = [ ab , 1 - + ab . 

[ I ஐ - க்கு மேல் மாற்றம் ஓர் ஒற்றுருவமாகும் . 
6.4 . R- ன் உறுப்புகளை விகிதமுறு எண்கள் எனவும் , R ஐ : 
விகிதமுறு எண்களாலான களம் எனவும் வரையறுப்போம் . 

1 
மாதிரி : என்ற விகிதமுறு எண்ணை எடுத்துக்கொள் 


3 

ஐ [ 1,3 ] என்ற சமத்தொடர்புகளின் கணத்துக்கு ஈடாக எழுது 
கிறோம் . 

1 k 

என்பதால் , 
3 35 
( 1 , 3 ) ( k , 1 ) 
i.e. , 

1.1 3 . 
i.e .. ப 

[ 1 , 3 ] = [ k , 3k ] . 


- 


- 


6.5 . தேற்றம் : ab > 0 என்று இருக்கும்படியான முழு எண்கள் 
a , b . களைக் கொண்டு என்ற விகிதமுறு எண்கள் கணத்தை - 


R. என்று குறிக்க . Rp என்பதை வரிசைப்படுத்திய எண் அரங்க , 
மெனவும் , R களத்தை , R- ன் உறுப்புகளில் மிகை உறுப்பு 
களாகக் கொண்ட வரிசைப்படுத்திய களமெனவும் நிரூபி . 

- ab > 0 . 
b a 
ad bc . 


- 


. 


ab > 0. என்பதால் a, b என்ற இரண்டும் மிகைஎண்களா 
கவோ , இரண்டு குறை எண்களாகவோதான் இருக்க வேண்டும் . 


நவ இயற்கணிதம் 


C 


+ 


b 


c , d . யும் அதே மாதிரிதான் இருக்கவேண்டும் . 
cd > 0 . 

ad + bc [ a 
d ibd b d 

E Rp எனக் கொள்க . 
( ad + bc ) bd = abd2 + be cd 

= d ab + bcd > 0 


] 


கூட்டலைப் பொறுத்தவரை R, என்ற கணம் , 
அடைப்புக் கணமாகும் . 


. 


a 

C sar 
6 ) d bd 
ac • bd = ab.cd 

> 0 . 


a 


ஃ பெருக்கலைப் பொறுத்தும் Rp ஓர் அடைப்புக் கணமாகும் . 
b 

பூச்சியமில்லாத விகிதமுறு எண் என்றால் ab > 0 அல்லது 
.ab < 0 . 

ஒவ்வொரு விகிதமுறு எண் - 1 - ம் + = 0 , * > 0, 
--- > 0 என்பதால் R களம் ஓர் வரிசைப்படுத்திய ஒன்றே . 


6-6 . தேற்றம் : வெவ்வேறான இரு விகிதமுறு எண்களுக்கு 
இடையே ஒரு விகிதமுறு எண் இருக்கும் . 

r, s E R. r < S எனக் கொள்க . 
r < - > * < s என்பதை நிரூபிப்போம் .. 


T < s என்பதால் , 
T + r < r + 1 . 


2r < r + S 


1 + S 

2 


r + S 


அதேபோல் 


< s என்று நிரூபிக்கலாம் . 


குறிப்பு : இந்தத் தேற்றத்தின் முடிவைக்கொண்டு , விகிதமுறு 
எண்கள் அடர்த்தி ( dense ) எனலாம் . 
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6.7 . தேற்றம் : 4 , என்பவை மிகை விகிதமுறு 

எண்கள் 
என்றால் , na > என்ற அசமம் இருக்கும்படியாக n என்ற 
மிகை முழுஎண் இருக்கும் . 


p 


-- 


b 


P , q , r , SE P. [ P = மிகை முழு எண்கள் கணம் ] 


S 


T 


mp 
4 


என்றால் , 


S 


n ( ps ) > qr என்றிருக்க வேண்டும் . 


2qr 
இருக்கும் . 


எனக்கொண்டால் 

மேற்கண்ட அசமம் சரியாக 


P.s முழு எண்கள் 

என்பதால் ps1 

ஃ 2ps > 1 


2qr • 2ps > 2qr 


: 2qr ( ps) > qr 


na > b . 


6.8 . எல்லா முழு எண்களையும் கொண்ட கணத்தை எண் 
அரங்கமெனக் கொண்டோம் . 


D என்ற முழு 

எண்களாலான எண் அரங்கத்தை எடுத்துக் 


கொண்டு , D- ன் உறுப்புகள் 


என்ற ஈவுகளாலான களம் F ஐ 


h 


நிர்ணயிக்கலாம் . இந்த F என்ற களத்தை D. ன் ஈவுக்களமென் 
போம் . எனவே , விகிதமுறு எண்களாலான களம் , முழு எண்க 
ளாலான எண் அரங்கத்தின் ஈவுக்களமென ஆகிறது . 


6.9 . டெடிகீண்டு வெட்டு ( Dedekind s cut ) 

வரையறை : விகிதமுறு எண்கள் களத்தை R என்க . 
உபகணமாக A ஐக் கொள்க . ( AER] . 


அதன் 


கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்தால் , A ஒரு டெடி 
கீண்டு வெட்டு எனலாம் . 
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- ! 


1. A ஒரு காலிக் கணமன்று ; மேலும் A + R . 

2 . a E A என்னும் b < a என்னும்படி b என்.பது R- ன் 
ஏதாவதோர் உறுப்பு எனின் D E A. 

3. a E A என்றால் , c > a என்றிருக்கும்படி c E A ஆக 
இருக்கவேண்டும் . 


மாதிரி : 3 - க்குக் குறைவாகவுள்ள எல்லா விகிதமுறு எண் 
களின் கணத்தை A என்க . அதாவது A = { a ; a E R , a < 3 } 


1. A- ல் 1 என்ற எண் உள்ளது . 4 என்ற எண் A- ல் இல்லை . 
ஆனால் R- ல் உள்ளது . ஃ . A # R. 
2. a < 3 , b < a என்றால் b < 3. ஃ b E A. 

3. a , 3 என்பவை இரு விகிதமுறு எண்கள் . எனவே -ெக்கும் 
3 - க்கும் இடையே ஒரு விகிதமுறு எண் உண்டு என்று நிரூபித் 
தோம் ( 6.6 ) . அதை - என்போம் . அதாவது , a < ( 73 


c > a மேலும் ( E A 


A என்பதை 3 - ல் உள்ள வெட்டு என் போம் . இதை C3 
எனலாம் . 


- 


அதேபோல் A { a , a E R , a < r } என்பதை C என்றும் , 
A = { a ; a E R , a > r } என்பதை C , என்றும் அழைப்போம் . 


C. மிகப் பெரிய விகிதமுறு எண் இல்லையெனக் கொண்டோம் . 
C- ல் மிகச் சிறிய விகித எண் r உள்ளது . ஆனால் , D என்ற 
வெட்டை வரையறுத்து , D என்பதில் மிகச் சிறிய எண் இல்லை 
யெனக் காண்பிக்கலாம் . அப்போது D , ஒருவிகிதமுறு எண்ணில் 
உள்ள வெட்டாகாது . உதாரணமாக , 


D = { d ; d E Rd * < 2 } 


1. 1 ET 2 4 D ஆனால் E R ஃ D + R. 
2. e < d எனின் " < d * < 2 . ஃ e ED 


3. d E D d > 0 என்க . d < 2 ஃ d -2 10 அல்லது 
2-4 * > 0 . ஃ n ( 2 - d " ) > 24 + 1 என்றிருக்கும்படி n என்ற 

2 + 1 
மிகை முழு எண் உள்ளது ( 6.7 ) . 

ஃ n > 1 என்பதால் , 


( 2 - de 


n 
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2 


1 


A 


2 


1 


( 


) 


= d2 + 


+ % + + 


21 + 1 


< d2 + 


2 


< de + 2 - d 


2 . 


1 


ஃ d + 


ED 


d + 


+1 ) 


ஃ 3 ஆவது நிபந்தனை நிரூபிக்கப்பட்டது . 
இப்போது D- ல் மிகச் சிறிய விகிதமுறு எண் கிடையாதென 
நிரூபிப்போம் . 

D = { d ; d E R , d > 0 , d 2 > 2 } 


d E D என்க . d ஐ விட D - ல் சிறிய எண் உண்டு எனக் 
காண்பிப்போம் . d 2 > 2 


m ( d 2 - 2 ) > 2d ( m = மிகை முழு எண் ) 

2d 


- 


2d 


> 2 - d 2 


2d 


1 


1 


- 


( e- 1 ) - 


m 


m2 


2d 


> d 2 


> d " + 2 


- 


( - H )= 


ED 
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4 " - - > 0 ( : 4 " > 1 m > 1 ; # 51 ) 


< d 


எனவே , D ஒரு விகிதமுறு எண்ணில் உள்ள வெட்டு 
முடியாது . 

6.9.1 . தேற்றம் : A என்பதை ஒரு வெட்டு என்றும் , ஐ ஏதாவ 
தொரு விகிதமுறு எண்ணாகவும் கொண்டால் arE A என்று 
இருக்கும்படி A- ல் a என்ற உறுப்பு இருக்கும் . A. ல் சில மிகை . 
விகிதமுறு எண்களாவது இருக்குமெனக் கொள்க . 

IrE A 
0 + r E A மேலும் 0 E A தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது . / 4 A 
:: rEA 

இப்பொழுது b E A என்க , 
ஃ nr > 5 என்றிருக்கும்படி ? என்ற மிகைமுழு எண் உண்டு. 

ஃ ar E A 


{ n } என்ற இந்தக் கணத்திற்கு m என்ற மிகக் குறைந்த முழு ; 
எண்ணாகக் கொள்க . 


ஃ m > 1 


ஃ ( m - 1 ) r E A 


( m - 1 ) + r E A 


ia = ( m - 1 )) 
6.9.2 . K என்பதை விகிதமுறு எண்களிலுள்ள வெட்டுகள் 
எவ்லாவற்றையும் கொண்ட கணமாகக் கொள்க . 

வரைடறை : AB E K. A + B { a + b ; a E A , b E A } 
A + B என்பது { a + b ; ( aEA , bEB ) } என்ற உறுப்பு வடி.விலுள்ள 
எல்லா விகிதமுறு எண்களின் கணமாகும் . இதை ஒரு வெட்டு 
என்பதற்கு , வெட்டுகளின் மூன்று நிபந்தனைகளை ஆராய்வோம் : 

1. A , B என்பவைகளே காலிக்கணங்கள் அல்லவாதலால் , 
A + B- யும் காலிக்கணமில்லை . A + R , B + R என்பதால் A + B + R . 
2. a + b E A + B , a E A , b E B என்க . 

c < a + b என்றால் , c - b < a, a E A ... . 
* c - bE A c = ( c - b) +5 


களம் 
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இங்கு ( c - b ) E A , bEB 

ஃ ( c - b ) + b = c E A + B 


3. a . E A TOT ( 30 d > a 


d E A என்றபடி d இருக்கும் . 


ஃ d + a + 

b > a + b 


d + என்பதால் E A , D E A 


d + bE A + B . A + B ஒரு வெட்டாகும் . 
மேலும் A + B என்பது K கணத்தில் கூட்டல் விதியை 
வரையறுக்கிறது . 

6.9.2.1 . குறிப்பு : A + B என்றகூட்டல் விதியை வரையறுத்த 
முறையிலேயே , கூட்டல் பரிமாற்று விதி , கூட்டல் சேர்ப்பு விதி 
இரண்டிற்கும் கூட்டல் விதி கட்டுப்பட்டிருக்கிறது என்பது . 
தெளிவு . 

C. என்ற வெட்டை நோக்குக . 
C. = { r ; r E R / > 0 } 


A + ( o = { a + l ; a E A , r E R , r < 0 } 


r என்ற குறை விகிதமுறு எண் என்பதால் a + r < a , a E A 

a + rE A 

ஃ A + Co 4 A. 
மேலும் a E A , ai > a என்று இருக்கும்படி , 
ay E A என்ற எண் உண்டு . 

a , -a 10 % a- a ECO 

a = a1 + ( a - a ) . 
இங்கு a , E A , a - a1 EC .. 

a E A + C .. 
A C A + C .. 

A = A + C . 
எனவே பூச்சிய உறுப்பு, C , ஆகும் . 

AE K என்றால் 

-A = { x ; x E R , x < -a , a E A } 
இப்போது - 4 ஐ ஒரு வெட்டு என நிரூபிப்போம் . 
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1. AEK A ஒரு காலிக் கணமன்று . ஃ -A- யும் காலிக் 
கணமன்று . மேலும் A- யும் காலிக் கணமன்று , .. a EA 

A A ( ஏனெனில் -a < -a ] 
al < 1 - அதாவது A - ன் உறுப்பு A-ன் உறுப்பைவிடச் 

சிறிது . இது நடவாத ஒரு காரியம் . ஃ -A + R ,. 
2. y < x : 

ஃ y < -- a , a E A ஃ yE - A 


3 . 


x < -a , a E A 


< -a 


2 


- A- ல் மிகப்பெரிய எண்ணே கிடையாது . 
-A ஒரு வெட்டாகும் . 


என்று 


a + x E A +1 ( -1 ) என்றால் , a E A , x E - A 
பொருள் . 
ஃ . x < -a , a E A என்றாகும் . a + x < a - a 

a - a < 0 [ : a > a ] . 
a + x < 0 . 
a + x E C .. 

A + ( - A ) - C .. 
yE C என்க , 

ஃ y 40. 
y ஐ விடப் பெரிய எண் y ஐ எடுத்துக்கொள் . 
y < y 40 

... y _y > 0 . 
6.9.1 . தேற்றத்தின் படி , a E A , al A , y -y0 
என்பதால் a + ( y -y ) = u என்றாகும் . 
ஃ y = a + ( y - a ) 

yl < 0 என்பதால் y - al < 0 . 
y - a E - A . 

< a E A. 
... yE A + ( - A ) . 

C. _ + A ( - A ) . 
: A + ( - A ) = C .. 


களம் 


அ 


6.9.3 K- ன் மிகை" உறுப்புகள் - 


* வரையறை -K- ன் மிகை உறுப்புகள், கணத்தை -K ; என்றால் 
K. = { A , A E K. --A- யில் மிகை விகிதமுறு எண்கள் இருக்கும் ) 

A , B E K , 

A + BE K. என்பது தெளிவு 
இப்போது , A E K என்றால் A = C. 

A = Kp ; AEK , என்ற ஏதாவதொரு நிபந்தனை அடைய 
வேண்டும் . C , + Kp , -C ) = C ) என்பதால் --C. # K. என்பதை 
எளிதில் அறியலாம் . 


. 


A + C. , AE K. எனக் கொள்க . i 
- AE K. என்பதை நிரூபிப்போம் . 

AE K. என்பதால் A. யில் மிகை விகிதமுறு எண்களே கிடை 
யாது . மேலும் AE C , என்பதால் எல்லாக் குறை விகிதமுறு 
எண்களும் A. யில் இல்லை . அதாவது A- ல் இல்லாத குறை விகித 
முறு எண் a உண்டு என்பது தெளிவு . 

அதாவது a E A a EC.. 
* . a E 4 . 
a E C என்பதால் a < 0 


மேலும் a < 


0 


2 


a . 


2 


a 


- 


a 

> 0 என்பதால் - AE K. 
2 
அதேபோல் AE K. என்றால் - ArE kp என்று நிரூபிப்போம் . 
A E K. என்பதால் , A. யில் மிகை விகிதமுறு எண்கள் உண்டு: 

A- யில் முழுக்க முழுக்க மிகை எண்களே உண்டு. 

x < -a என்பதால் ( a E A ) - A- யில் முழுக்க முழுக்க 
குறையெண்களே இருக்கும் . 

--AE K .. 
[ A > C , என்று குறித்து 4 - யை மிகைவெட்டு என்போம் .] 
6 
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6.9.4 ABE K என்றால் A > B ஆகவேண்டுமானால் BCA 
என்றுதான் இருக்கவேண்டும் . - B C A என்க . எனவே B- ன் 
ஒவ்வோர் உறுப்பும் A யில் உறுப்பாகும் . மேலும் B- ல் இல்லாத 
உறுப்பு ஒன்றாவது A- யில் இருக்கவேண்டும் . a E A a E - B 
ஆக இருக்கவேண்டும் . 


a < a < a , என்றபடி a ) , a , E A இரு உறுப்புகள் எடுத்துக் 
கொன்க . 


a E B 


- a , E - B 
மேலும் a , - a > 0 

4 , -4 , E A - 5 
ஃ A - B C K. 
A - B > cs 
அல்லது A > B 


A > B என்க . மேலும் A - B என்ற கணத்தில் a E A , I < - 5 
5 € B என்றபடியான ( a + r ) என்ற விகிதமுறு எண் இருப்ப 
தாகக் கொள்க . 


a + r > 0 


ஃ a # B 

ஃ A + B ( a E A ) 
B என்ற கணத்தில் b என்ற ஏதாவது ஓர் உறுப்பை எடுத்துக் 
கொள்க . 

bKb 


b < a 


. b EA 


ஃ BC AT 


குறிப்பு : AE K எனக் கொள்க . 4 - ன் தனிமதிப்பை | A | 
என்று குறிப்போம் . 


188 


A > C . என்றால் , | A | = A 
A < C , என்றால் | A | = - A 

ATEK மேலும் A + C , IA ] > C . 
AE K , எனின் A > C .; எனவே A- ல் உள்ள மிகை விகித 
முறு எண்களின் கணத்தை A , என்போம் . 

A. காலிக் கணமன்று . 
6.9.5 வெட்டுகளின் பெருக்கல் 


வரையறை : 

A B E K என்றால் AB என்பதைக் கீழ்க்கண்ட 
விதத்தில் வரையறுக்கலாம் . 

1 , A > C. , B > C. என்றால் , AB என்பது அதன் , மிகை 
உறுப்புகள் ( AB ) , = { ab ; a E Az = b E B ; } என்று அமை 
யும்படி ஒரு வெட்டாகும் . 

- 2. A > C. , BC , அல்லது A < C . , B > C ; என்றால் . 
AB = - ( IAT | B | ) . 

3. A < C , = B < C , என்றால் | AB1 = | AI | B | 

4. AC . = C , A = C , - ( இந்தச் சமன்பாடு K- ன் எல்லா 
உறுப்புகள் A- க்கும் சரியாக இருக்கவேண்டும் . ) இப்போது AB 
என்பதை ஒரு வெட்டு என்று நிரூபிப்போம் . 


1 . A > C , B > C. A B , என்பவை காலிக் கணங்கள் 
அல்ல . 

ஃ ( AB ) , காலிக் கணம் இல்லை . எனவே , AB ஒரு காலிக் 
கணம் இல்லை . A ஒரு வெட்டு என்பதால் a , # A என்றபடி a 
உள்ளது . 4 , எல்லா உறுப்புகள் -யும் a < a என்றபடி 

அமையும் . அதேபோல் 5 + B , 5 < b என்றபடி B- ன் எல்லா 
உறுப்புகளும் அமையும் . 
: ab < a b [ a E Ap , b.E Bp.]. 
a b என்பது ( AB )-ல் இல்லாத மிகை விகிதமுறு எண் , 
AB # R. 


2. -ab E ( AB) [ a E Ap , 5 E B ] . 

0 < c ab என்று அமையும்படி C இருந்தால் 


C 


C 


< b 


C B. 


a 
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---(E) ஆகா 


coisit : 


E.B. 


ஃ CE ( AB) , 


3. ab E ( AB ) , [a E Ap , 5 E B ] என்க . 

B ஒரு வெட்டு என்பது 51 > b என்றிருக்கும்படி 5 EE 
அமையவேண்டும் . 

ab, E ( AB )) . 
மேலும் ab , > ab . 

( AB } எனவே ( AB ) - ல் மிகப் பெரிய எண் கிடையாது .. 
ஃ AB ஒரு வெட்டாகும் . 


பரிமாற்று 


குறிப்பு 1 : இங்கு வெட்டுகளின் பெருக்கலில் முதல்விதமான 
வரையறையைக் கொண்டு AB ஒரு வெட்டென்று நிரூபித்தோம் . 
அதேபோல் மற்ற விதத்தில் வெட்டுகளின் பெருக்கலை - 
வரையறுக்கும் போதும் AB ஒரு வெட்டாகவே இருக்கும் . 

குறிப்பு 2 : பெருக்கல் வரையறையின்மூலம் 
விதியும் பெருக்கல் ஒருமையின் இருப்பும் உள்ளது என்பது . 
தெளிவு . 

எனவே , K என்ற கணம் , மேலே வரையறுத்த முறைப்படி 
கூட்டல் , பெருக்கல் இவைகளைப் பொறுத்தது . C. ஐப் பூச்சிய 
உறுப்பாகவும் C1 ஐ ஒருமை உறுப்பாகவும் கொண்ட ஒரு கள 
மாகும் . இதை ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட களமெனவும் கூறலாம் . 

K- ன் உறுப்பை மெய்எண் எனவும் , K ஐ மெய் எண்களாலான 
களமெனவும் கொள்ளலாம் . 
குறிப்பு 3 : 

K- ன் உறுப்புகளின் பெருக்குத் தொகை K , 
உறுப்பு ஆதலால் , Kp- ல் K களத்தின் மிகை மெய் உறுப்புகள் 
உள்ளன . எனவே , K ஐ வரிசைப்படுத்தப்பட்ட களமெனலாம். 

6.10 C. என்ற வடிவிலுள்ள K- ன் உறுப்புகளைக்கொண்ட 
கணத்தை R என்க . I ER. 


பட்டா -1, SE R 


| - + C என்ற மாற்றம் R ஐ - R . க்குமேல் ஒன்றுக் 
கொன்றான மாற்றமெனக் காண்பி . RI ஒரு களமாதலால் , இந்த 
மாற்றத்தை ஒற்றுருவ மாற்றமெனக் காண்பி . 

r # s ..என்றால் C , + C , என்பது தெளிவு . 

ஃ r- > C , என்பது R ஐ R-க்குமேல் ஒன்றுக்கொன்று 
மாற்றமாகும் . 

மேலும் R என்ற கணம் கூட்டலைப் பொறுத்தவரை ஒரு 
அடைப்புக் கணமாகும் . 
T 

CricseCS 
- -இனிச் சமன்பாடு r = 0 அல்லது S = 0 என்றால் சரியாக 
இருக்கும் . 
r > 0 , s- > 0 என்றால் C. > C. , C , > C .. 
( C , C ) = Cr C.- ல் உள்ள மிகை உறுப்புகள் 

= { ab , a , b E R ,-0 < a < 1,0D < / } 
ab < rs . 
ab E Crs . 
C.C.CC 

0 < c < !S என்றிருக்கும்படி c E R என்று அமைந்தால் , 
10 < c < d < rs என்று இருக்கும்படி d என்ற விகிதமுறு எண்ணைக் 
கண்டுபிடிக்கலாம் . 


. 


d 


S 


d 


E C 


Cs . 
d 


* < 

< 
* EC 
-C- ( 4 ) ( 4 ) 


EC : C. 
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* C CC C. 

Crs = Cr.C .. 
மற்றவகைகளை நிரூபிக்க -- C = C- என்பதைக் கொள்ளலாம் . 

அதாவது < 0 , s > 0 என்று எடுத்துக் கொள்க . 
C C , = - [ [ -C ) • ( Cs ) ] 
= - [ C.r . C ; ] 

Cors 

Crs 
.. R என்பது பெருக்கலைப் பொறுத்து ஓர் அடைப்புக் 
கணமாகும் .. C , C1 = C. 

C என்பதால் என்பது -ன் 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பாகும் . 

- > C , என்ற மாற்றம் . R ஐ R . க்கு மேல் ஒற்றுருவ 
மாற்றமாகும் . 


- 


- 


6.11 மெய் எண்களின் சில தன்மைகள் 

6.11.1 இரு வெவ்வேறான மெய்யெண்களிடையே ஒரு விகித. 
முறு எண் இருக்கும் . 

A , B EK A < B என்று எடுத்துக்கொள்க . 

A < B என்பதால் x E B , x 4 A என்றிருக்கும்படியான ஒரு 
விகிதமுறு எண் x உள்ளது . 

B ஒரு டெடிகீண்ட் வெட்டு என்பதால் , B- யில் மிகப் பெரிய 
உறுப்புக் கிடையாது . x < y என்ற அசமமாகவுள்ள 
இருக்கும் . 

ஃ A << Cy < B . 

ஃ C , நமக்கு வேண்டிய உறுப்பாகும் . 
6.11.2 A , B என்பவை மிகை மெய் எண்கள் எனின் , nA > B 
என்று இருக்கும்படி n என்ற மிகை முழு எண் உள்ளது . 

A ஒரு மிகை மெய் எண் என்பதால் C. < c : < A என்று 
அமையும்படி SER உள்ளது . மேலும் B < C , என்று இருக்கும்படி 
t E R- ம் உள்ளது . ( 6 • 7 ) தேற்றத்தின்படி ns > t என்று இருக்கும் 
படியாக n என்ற மிகைமுழு எண் உள்ளது . 

C. C. 2 C. 
Ca A > Cn C : > C > B . 
C = n என்று கொள்ளலாமாதலால் 
nA > B. 


களம் 
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6.11.3 வரிசைப்படுத்தப்பட்ட களம் F- ன் உறுப்புகளைக் 
கொண்ட ஒரு கணத்தை S என்க . S. ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு x < 5 
என்று இருக்கும்படி F- ல் என்ற உறுப்பு இருந்தால் , F- ல் -ன் 
மேல் எல்லை ( upper bound) b எனலாம் . 

b மேல் எல்லை எனின் , b + 1 , b + c என்றவிதமான 
உறுப்புகள் யாவையும் மேல்எல்லையாகக் கொள்ளலாம் . எனவே , 
3 - ல் உள்ள C என்ற உறுப்பைவிட F- ல் குறைந்த உறுப்பு , மேல் 
எல்லையாக முடியவில்லை . என்றால் , ( ஐ மிகக்குறைந்த மேல் எல்லை 
( least upper bound ) என்போம் . 


தேற்றம் ; மெய் எண்களாலான வரிசைப்படுத்திய களம் K- ன் 
உபகணம் S காலிக் கணமில்லை என்றும் , அதற்கு K- ல் மேல் எல்லை 
உண்டென்றும் கொண்டால் , K- ல் S- க்கு மிகக் குறைந்த மேல் 
எல்லை இருக்கும் . 
S = ( A , B , C .......... ) 

SCK 
3 - ன் மேல் எல்லை எனக் கொள்க . 


எனவே 


A , B, C ..... என்பவைகள் விகிதமுறு எண்களின் கணங் 
களாகும் . அவைகளின் கூட்டு L என்க . 

A , B , C 
இவைகளில் உள்ள விகிதமுறு எண்களைக் கொண்ட கணமாக L ஐ 
எடுத்துக் கொள்ளலாம் . 

ட என்பதை ஒரு வெட்டு என்று நிரூபிப்போம் . 


1. S காலியில்லாத கணமாதலால் அதில் A என்ற ஓர் உறுப் 
பாவது இருக்கும் . A ஒருவெட்டு என்பதால் A- ன் ஒரு விகிதமுறு 
எண்ணாவது இருக்கும் . A C L என்பதால் - காலிக் கணமில்லை . 

M , S- ன் மேல் எல்லை என்பதால் A < M , B < M ...... 
* AC M , BC M என்றாகும் . 
* L M என்றும் இருக்கும் . 

M ஒரு வெட்டு என்பதால் M + R ஃ L + R 
2 , 5 < ! என்று இருக்கும்படி , a E L , b E R என்ற இடை, 
உறுப்புகளை எடுத்துக் கொள்க . 

a EL என்பதால் , a என்பது , A , B , C என்ற கணத்தில் 
ஏதாவது ஒன்றிலாவது உறுப்பாக இருக்கவேண்டும் . a E A 
என்போம் . A ஒரு வெட்டு என்பதாலும் 5 < a என்பதாலும் 

ஃ E L என்றாகும் . 
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என்று 


3 , 4 ஒரு வெட்டு என்பதால் acc என்று அமையும்படி .SE A 
என்றிருக்கும் ; AC L என்பதால் CEL என்றாகும் . 

எனவே 1 ஒரு வெட்டாகும் . ஃ L ஒரு மெய் எண்களை 
நிர்ணயிக்கும் . 

S-ன் எல்லா உறுப்புகள் A- யும் AC L என்பதால் AS L 
என்று கொள்ளலாம் . ( இங்கு A L ஐ மெய் எண்கள் 
கொள்வோம் ) . 

S கணத்தின் மேல் எல்லை L ஆகும் . 
S- ன் மேல்எல்லை L என்ற உறுப்பாகவும் இருந்தால் 

A < L : A L 
ஃ L = U ( A , B, ....... ) ஃ LCI 
மெய் எண்களாகக் கொண்டால் 

L < T 
ஃ L ஒரு மிகக்குறைந்த மேல் எல்லையாகும் . 
குறிப்பு : மெய் எண்களின் களம் , ஒரு வரிசைப்படுத்திய 
களமாகும் . மேலும் , அதற்கு மேல்எல்லை இருந்தால் மிகக் 
குறைந்த எல்லையும் இருக்கும் . 

6-12 தேற்றம் : மெய் எண்களாலான களம் K- ன் உறுப்பு 
கள் இரண்டை வரிசைப்படுத்தி ( 1 , h ) என்ற உறுப்பாகக் 
கொண்ட கணம் C என்க . 

( 6 , b ) + ( c , d ) = ( a + c , b + d ) ( கூட்டல் வரையறை ] 
--- ( 1 , b ) < [ c ; d ) = ( ac - bd , ad + hc ) ( பெருக்கல் வரையறை ) 
என்ற விதிகளை வரையறுப்போம் . இந்தக் கூட்டல் , பெருக்கல் 
விதிகளைப் பொறுத்து ( ஐ ஒரு களமென நிரூபிக்க . 

மேலும் a E K. ( a , 0 ) என்ற உறுப்பிலுள்ள C- ன் எல்லா 
உறுப்புகளைக்கொண்ட கணத்தை ( -ன் உபகணமெனவும் , அது 
K- க்கு ஒற்றுருவ மாற்றமாக அமையுமெனவும் நிரூபிக்க . 

கூட்டல் வரையறையிலிருந்து பரிமாற்றுவிதி , சேர்ப்புவிதி 
இரண்டுக்கும் வரையறை கட்டுப்பட்டிருக்கு மென்பது தெளிவு . 
C- யின் பூச்சிய உறுப்பு ( 0 ; 0 ) என்பதும் , ( a , b ) ன் கூட்டல் 
எதிர்மாறு உறுப்பு ( -a, - b ) என்பதும் தெளிவு . 
Sr( a, b) (c, d ) ] e , f ] = [ ae - bd, ad + bc) (e, / ) 

[ ( ace - bde - adf - hcf ) 
( act --bdf + ade + bee} ] , 
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( 


( a , b ) [ [ c ,.d ) ( e , f ) ] = ( a , b ) ( ce - df , cf + de ) 
= ( ue :-aaf - bcf + ide , acf- + ade 

+ bcer- bdf ) 
ஃ பெருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குப் பெருக்கல் வரையறை கட்டுப் 
பட்டிருக்கிறது . 
( a , b) [ (c , d ) + ( e , f ) ] = ( a , b )( c + e , d + f ) 

( ac + ae - bd - bf , ad + af + bc + be ) 
(a, b) ( c , d) + (a , b) ( e , f) = ( ac - hd , ad + bc ) +(ae - bf , of + be ) 

= ( ac - bd + ac -- bf , ad + bc + af + be ) 


. 


எனவே பரவுவிதிக்கும் வரையறைகள் கட்டுப்பட்டு இருக்கின்றன . 

( a , b ) ( c , d) = ( ac- hd , ad + bc) 

( c , d ) (a , b ) = ( ca - db ) (ch + da ) 
ஃ ( a , b ) ( c , d ) = ( c , d ) ( a , b ) 
ஃ பரிமாற்று விதிக்குப் பெருக்கல் வரையறை கட்டுப்பட்டிருக் 
கிறது ) . 

( 1 , 0 ) என்பது பெருக்கல் ஒருமை உறுப்பாகும் . 


. 


ஃ C என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் . 
-யின் பூச்சிய உறுப்பு ( 0 , 0 ) என்பதால் , ( a, b ) பூச்சிய உறுப்பு 
இல்லையென்றால் , a . யும் -யும் 0 - க்குச் சமமல்ல . a என்பது K என்ற 
வரிசைப்படுத்திய களத்தின் உறுப்பாதலால் a " > 0 ( a + 0 
என்க) . அதேபோல் 5 + 0 என்றால் 5 > 0 


: ( a , b ) என்பது C- ன் பூச்சிய உறுப்பு இல்லையென்றால் 
a + b > 0. மேலும் a + b2 + 0 . 


எனவே ( "* . +2 ) C- ன் உறுப்பாகும் . 
= l 
(4, ) ( ++ ) 

= ( = + = +5 ++++ ) 


= ( 1 , 0 ) 
= C- ன் ஒருமையுறுப்பு. ! ; 


.0 
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- b 
( a , b ) - ன் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு ( a + he a + b " 
a + b + என்பதால் இது C. ல் ஓர் உறுப்பாகும் 

ஃ C ஒரு களமாகும் . 
a E K என்றுள்ள படி ( a , 0) என்ற வடிவத்திலுள்ள C- ன் உறுப் 
பாக எடுத்துக் கொள்க . அவைகளாலான கணத்தை K என்க . 


( 0,0 ) -- a என்ற மாற்றம் KI ஐ . K- க்கு மேல் ஒன்றுக் 
கொன்றான மாற்றமாகும் . 


( a , 0 ) + ( b , 0 ) = ( a + b , 0 ) - > ( a + b ) 

( a , 0 ) ( b , 0 ) = ( ab , 0 ) - > ab 
எனவே , இந்த மாற்றத்தில் கூட்டல் பெருக்கல் என்பவைகள் 
அப்படியே இருப்பதால் இந்த மாற்றத்தை ஒற்றுருவ மாற்ற 
மெனலாம் . 

குறிப்பு : C களத்தின் உறுப்பைச் சிக்கல் எண் ( Complex 
Number ) என்றும் , ( ஐச் சிக்கல் எண்களின் களமென்றும் குறிப்பிடு 
வோம் . 

6.12.1 C என்பது ஒரு வரிசைப்படுத்திய களமன்று . 
C என்பது ஒரு வரிசைப்படுத்திய களமென்றால் , அதிலுள்ள 
உறுப்புகளைக்கொண்ட களம் C , ஒரு வரிசைப்படுத்திய அரங்க 
மாக வேண்டும் . 

( 0, 1 ) என்ற எண்ணை எடுத்துக்கொள்க . 
( 0 , 1 ) ( 0 , 1 ) ( 0 , 1 ) 

= ( - 1 , 0 ) 

( -1 , 0 ) - > - 1 குறை உறுப்பு . 
எனவே , a = ( 0 , 1 ) என்ற உறுப்பின் ஒரு குறை உறுப்பாகிறது . 

ஃ C ஒரு வரிசைப்படுத்திய களமன்று , 
6.12.2 ஒரு சிக்கலெண்ணின் இணையெண் ( Conjugateof a 
Complex Number) 


u = ( 1 , by என்ற எண்ணின் இணையெண் . 
w • = ( a , -b ) என்போம் . 

(a. b) = ( c, d ) என்க . 


எம் . 


F3 


* 


(u + v) = ( [ a , b ) + {c , d ) ] * 

( a + c , b + d ) * 

( a + c , - b - d ) 
* + y * = ( a , - b) + ( c - d) 

(a + c , - b - d ) 

( u + v * 
( ur ) * = ( [ a , b ) ( c, d ) ) * 

= ( ac -- bd , ad + bc ) * 
= [ ac - bd , - ( ad + bc ) | 

( a , - b ) ( c , -d ) 
= ( ac - bd , -ad - bc ) 

= ( us ) * 

u - > v என்ற C ஐ ( -க்கு மேலுள்ள ஒன்றுக்கொன்றான 
மாற்றத்தில் கூட்டலிலும் பெருக்கலிலும் மாறுபடாமலிருக்கும் . 

u- + 1 * என்ற மாற்றம் ஒற்றுருவ மாற்றமாகும் : 
6.12.3 சிக்கலெண்ணை வடிவ கணித முறையில் குறிக்க 

( a , b ) என்ற சிக்கலெண்ணை a + ib என்று எழுதுவோம் : 
எனவே = ( 0 , 1 ) ஆகும் . 

( a , b ) என்ற எண்ணை , a, b என்பன x , y என்ற அச்சுத் 
தூரங்களாகக் கொண்டு பகுமுறை வடிவ கணிதத்தில் x , y அச்சு 
களை எடுத்துக் குறிப்பிடவும் . 


P ( a, d ) 


e 


X. 


. 


ஃ OP = Vu + b " 
tan a = tan X 6p 

5 
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Va + b * = r = மட்டு ( modulus ) ( ) * -- [ + ) 


tan 


( 8 ) 


9 = வீச்சம் (amplitude) என்றும் குறிக்க . 


மேலும் a = r cos 9 

b = r sin ATGT U ST6 
a + ib = / ( cos G + i sin a ) என்றாகும் . 

u = ( a , b ) = a + ib = r ( cos 8 Fi sin a ) . 
y = ( , a ) = c + id = R ( cos 8 + isin g ) . 


1 


என்று எடுத்துக் கொள்க . 

( ac - b1 , ad + bc ) 
= ( ic bd ) + i ( ad + bc) 

( r cos G R cos ¢ -r sin e Rsin ; ) 
+ i (r -cos G Rsin + r sin a R cos ) 

Rr [ cos ( 0+ ) + isin ( G+ [ ]] 
எனவே 1 , y என்ற இரு சிக்கலெண்களைப் பெருக்கினால் 
அவைகளின் மட்டுகள் பெருக்கப்படுகின்றன . ஆனால் , வீச்சம் 
கூட்டப்பட்டிருக்கிறது என்பதையும் கவனிக்க . 
6.12.4 தேமாய்வரின் தேற்றம் ( De- Moivere s Theorem ) 

P என்பது ஒரு மினக முழு எண்ணாகவும் u = r [ cose + i sin e ) 
என்றும் கொள்க . 

ur = r ( cos n G + i sin e ) என்று நிரூபிக்க . 

ur = r " ( cos n e + i sin n e ) என்பதை S. என்ற கூற்றாகக் 
கொள்க : 

S. என்ற கூற்றுச் சரியே . 

Sk = uk = rk ( cos k G + i sin k a ) என்று கொள்க . 
ஃ sk + 1 = uku . 

= ; k ( cos k e + i sin k e ) / ( cos.8 + i sin g ) 

= rk + 1 [cos ( k + 1 ) 0 + isin ( k + 1 ) 8 .. 
எனவே Sk + 1 கூற்றுச் சரியே . ஆகவே , தொகுத்தறி முறைப் 
படி தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டுவிட்டது . 


களம் 

98 : 
612.5 . வா ரயறை vE G எனவும் ; n > 1 என்பதை மிகை 
முழு - எண்ணாகவும் - கொள்க. ( wh = u என்றால் , ஐப- ன் n மூலம் 
என்போம் . ( ) - ; - , 
தேற்றம் : 

( cos O + i sin o) என்பதில் , n மூலங்களைக் 
கண்டுபிடிக்க . 
இதன் ஒரு மூலம் v= s ( cos ¢ + i sin p ) என்க. 

= s " ( cos n + i sin n ) = u 
= / ( cos 4 + i sin a ) ஆகும் . 


-- 


- 


மேலும் நம் 
அல்லது 


G என்றாகும் . 
6 + 360 k என்றாகும் . 


- 360 . 


ஃ 


- 


என்றாகும் , 


n 


4 [ cos ( 9 + 433 °") + isin ( 9+ 390 ) ] 


என்றாகும் . 


இங்கு k என்பது ஏதாவதொரு முழு எண்ணாகும் . 
கிளைத் தேற்றம் : u = 1 என்றால் 

u = 1 ( cos 0 + sin 6 ) என்றாகும் . 


k • 380 


k 360 ° 





cos 


+ i sin 


n 


( 

i ") 
படன் வெவ்வேருன மதிப்புகளும் ( 


360° 

360 ° k 
+ i sin 


COS 


360 " 

360 
COS + i sin 

n 


என்பதன் மடங்குகளாகவே இருக்கிறது . 

360 ° 360 . 
COS 

+ isin = w என்றால் , 


1 - ன் மற்ற மூலங்கள் w , W .................. 

... wn என்பவையே . 
wi = 1 என்பது தெளிவு . 


தவ இயற்கணிதம் 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1. R என்பதை ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட உறுப்புகளையுடைய பரி 
மாற்று வளையமெனக் கொள்க . a , b E R , a # 0 எனின் , a = b 
என்று இருக்குமாறு XER உள்ளது . R ஐ ஒரு களமெனக் காண்பி . 

மிகைமெய்யான எண்கள் எல்லாவற்றையும் கொண்ட 

S ஐ எடுத்துக்கொள்க . 1 - க்குச் சமமாக இல்லாத 
மிகை மெய் எண்ணாக x ஐக் கொள்க . a b E S என்ற உறுப்பு 
களினிடையே 9 , 0 என்ற கூட்டல் பெருக்கல் விதிகளைக் கீழ்க் 
கண்டவாறு வரையறுப்போம் : 


காமாக 


a 65 


ab 


a b = a logxb 
இந்தக் கூட்டல் பெருக்கல் விதிகளைப் பொறுத்து , P ஐ ஒரு 
களமென நிரூபி . 

3. R என்ற வளையத்தின் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கை முடி 
வுள்ளதாகக் கொள்க . rE R , / + 0 

( 1 ) mr = 0 என்று இருக்கும்படி , ஸ் என்ற மிகை முழு எண் 
உள்ளதென்று காண்பி . ( 2 ) K- க்குப் பூச்சியச் சிறப்பெண் கிடை 
யாதெனவும் காண்பி . 

4. 1 என்ற எண் அரங்கத்தில் , பூச்சியமில்லாத உறுப்பு " a 
என்பது , m என்ற மிகை முழு எண்ணுக்கு , ma = 0 என்ற சமன் 
பாட்டைச் சரிசெய்கிறது . அப்படிப்பட்ட முழு எண்களில் மிகக் 
குறைந்த எண் D. யின் சிறப்பெண் என நிரூபி . : ஆனால் , D ஒரு 
வளையமெனின் , மேற்கண்ட முடிவு, இருக்கவேண்டுமென்பதில்லை 
யெனவும் நிரூபி . 
5. F என்ற களத்தின் உறுப்புகள் a , b , c , d என்க . 

( 1 ) ( a - 1 ) -1 = a 
( 2) ( - a ) - 1 = - ( a - 1 ) 
( 3 ) all 

ad 
cld 

bc 


C 


- 


a + C 
( 4 ) 

என்ற சமன்பாடுகள் சரி எனக் காண்பி . 
b b b 
6. a < b என்ற அமைப்பில் a , b என்ற மிகை விகிதமுறு 
எண்கள் இருந்தால் 1 
எனக் காண்பி . 


> 


. 


25 


ur + vs 


< s எனக் 


76 1 , S = R ; < s ; ! , y = Rp என்றால் 
காண்பி . 


8. " , S = R ; m என்பது மிகை முழு எண் என்றால் 
1 < 1 , 11, ... < tn < s என்றிருக்கும்படியாக 1 , 1 , , .. tn என்ற 
விகிதமுறு எண்கள் உள்ளனவென்று காண்பி . 

9. D என்பது வரிசைப்படுத்திய எண் அரங்கமெனின் , D- ன் 
ஈவுகளும் வரிசைப்படுத்தப்பட்டதென்று நிரூபி . 

10. A என்பது ஒரு வெட்டையும் , A என்பது A- யில் 
இல்லாத விகிதமுறு எண்களான கணம் எனவும் கொண்டு , கீழ்க் 
கண்டவற்றை நிரூபி . 

( 1 ) A - ன் ஒவ்வொர் உறுப்பும் , 4 - ன் உறுப்புகளைவிடப் 
பெரியது . 

( 2) A ஒரு காலிக் கணமன்று . 
( 3 ) A " # R. 

( 4 ) aE A , b > a என்றால் b E A 
11. r , s E R என்றால் , < s என்று இருந்தா லொழிய 
C C Cs என்று இருக்கமுடியாதெனக் காண்பி . 


| 


12 . 


A # B என்றிருக்கும்படியாக A , B என்பவை வெட்டுக 
ளென்றால் AC B ஆகவோ , B C A ஆகவோதான் இருக்க 
வேண்டுமென நிரூபி . 
13. A ஒரு வெட்டென்றும் t E R என்றும் கொண்டால் 

E = [ i + a , a EA ] என்பது ஒரு வெட்டென நிரூபி . 
14. 11 ஆம் கணக்கின் மறுதலையை எழுதி நிரூபி . 


15. AE K , r E R என்றால் Cr < A என்றால் மட்டுமே 
rE A எனநிரூபி . 
16. வெவ்வேறான இரு மெய்யெண்களுக்கிடையே 

வெவ் 
வேறான ‘ n விகிதமுறு எண்கள் உள்ளன என்று காண்பி . 

17. வெவ்வேறான இரு வி கிதமுறா எண்களுக்கிடையே ஒரு 
விகிதமுறு எண் உள்ளதெனக் காண்பி . 

18. வெவ்வேறான இரு மெய் எண்களுக்கிடையே ஒரு விகித 
முறு எண் இருக்குமென நிரூபி . 
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19. d , u* எண்பவை ஒரு சிக்கல் எண்ணையும் , அதன் இணை 
எண்ணையும் குறித்தால் , கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபி . 

( 1 ) uu * E K. 
} ( 2 ) i + i * EK . 
( 8) ( u * ) * = 
( 4 ) u = 0 எனின் ( u - 1 ) * = ( u * ) -1 
( 5 ) u Ek என்றால் தான் u = * ஆகும் . 

20. S என்பதை ஒரு வளையமாகக் கொள்க . அதிலுள்ள 
உறுப்புகளை வரிசைப்படுத்திய ஜதை ( a , ) ஆல் ஆன கணத்தை 
T என்க. சிக்கல் எண்களுக்கான கூட்டல் , பெருக்கல் வரை 
யறைகளைப்போல் உள்ள வரையறைகளைக் கொண்டு T ஒரு வளைய் 
மெனக் காண்பி . எப்போது T ஒரு பரிமாற்று வளையமாகும் ? 


வீச்ச 


வடிவில்- மாற்றி 


- 


21. கீழ்க்கண்டவற்றை , மட்டு , 
எழுதுக . 

1. V3 + i 
2, 1 - iv3 | 5. 1 
3. -V3 + 1 

6 : -1 
7. 1 


22 : 


கீழ்க்கண்டவற்றின் மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி , 
1 ; ( 1 + i ) 
2. ( v2 - 1 ) 


3 . 


( - ) 
( - +++ ) " 


4 .. 


23. u என்ற சிக்கலெண்ணின் இணை எண் * என்றால் , 

1 . | u * T = u 
2. uu * =|| 


u - 1 


2 


3 . 

[ u # 0 ] என்று காண்பி . 

| u | 
24. u # 0 என்றால் டிமாவேரேயின் தேற்றம் எல்லாக் குறை 
முழு எண் n - க்கும் நிரூபிக்கலாமெனக் காண்பி 


களம் 
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25 . uy 6 , 1 . | v + w | 4 | w | + TvT . 

2. Ivv | = v.Tv | 
என நிரூபி . 


26. U , v Ec 


v + 0 என்றால் 


* 


என நிரூபி . 


27. xs = 1 என்பதன் எட்டு மூலங்களைக் கண்டுபிடி . 

28. x = 1 என்ற சமன்பாட்டின் ஆறு மூலங்கள் x = 1 
என்பதன் மூன்று மூலங்களும் அவைகளின் குறை எண்களும் 
எனக் காண்பி . 


29. கீழ்க்கண்டவற்றின் மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 


1. ( v3 + i ) : 
2. ( - ) 
3. ( 21-2) 


30. x ? = 1 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்களின் ஒன்றின் 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பும் மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் 
மூலமெனக் காண்பி . 


7. பல்லுறுப்புக் கோவை 


( POLYNOMIAL) 


T 


ப 


0,1 , 


7.1 S என்பதை ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளைய 
மெனக் கொள்க . 

நிர்ணயிக்கப்படவேண்டிய ஓர் 
உறுப்பாக எடுத்துக் கொள்க . 

ao x + ar + a , x + ... + anx [ n = குறையில்லாத 
முழு எண் ) ; a ; ES [ i = 0 , 1 , 2 , ...... n ] என்ற கோவையை எடுத் 
துக்கொள்க . இதை S- ன் மேல் x- ல் உள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை 
( Polynomial in x on S ) என்போம் . 
7.2 f ( x ) ao x + a , x + 

........ an xn 
g ( x ) = box + bx + bm.xm 

[ m > 0 ] 
b ; ES [ i 

m ] 
f ( x ) = g ( x ) என்றால் பூச்சிய குணங்களையுடைய உறுப்பு 
களைத் தவிர்த்து f ( x ) - ம் g ( x ) - ம் சர்வசமம் . எனவே , பூச்சிய 
குணகங்களையுடைய உறுப்புகளைச் சேர்ப்பதாலோ , விட்டுவிடுவ 
தாலோ ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை மாறாதென்பது இதன் பொருள் 

7.3 S ஐப் பொறுத்து நிர்ணயிக்க வேண்டிய ஐக் கொண்ட 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள் எல்லாவற்றையும் கொண்ட கணத்தை 
S [ x ] எனக் குறிப்போம் ; 

f ( x ) , 3 ( x ) ES [ x ] என்றால் . 

f ( x ) + g ( x) = ( a + b ) x + ( a + b ) x + 
என்று கூட்டலையும் , 

f ( x ) . g ( x ) = ( a b ) 30 + (ab + a bo ) x + ( ao b , + 
16 , + a , b . ) x " + ...... + ( an bm ) xn + m என்று பெருக்கலையும் 
வரையறுப்போம் . 

அதாவது கூட்டல் வரையறையின்படி , 


...... " 
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பல்லுறுப்புக் கோவை 


f ( x ) +8 ( x ) என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையில் x- ன் குணகம் , 
f ( x ) , 8 ( x ) இவைகளில் x ;. ன் குணகங்களின் கூட்டல் ஆகும் . 
மேலும் , பெருக்கல் வரையறையின்படி f ( x ) . g ( x ) என்ற கோவை 
யில் -ன் குணகம் , a, b , என்ற வடிவிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளின் 
கூட்டுத்தொகை ஆகும் . [ இங்கு , S என்பவை குறையில்லா 
முழு எண்களாகவும் r + s = i என்று அமையும்படியும் இருக்க 
வேண்டும் . ] 

7.3.1 தேற்றம் : மேற்கண்ட கூட்டல் , பெருக்கல் வரையறை 
களைப் பொறுத்து > [ x ] என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று 
வளையமென நிரூபி . 

கூட்டல் வரையறையிலிருந்து , அது கூட்டல் பரிமாற்று விதி , 
கூட்டல் சேர்ப்பு விதி இரண்டுக்கும் கட்டுப்பட்டிருக்கிறதென்பது 
தெளிவு . 
f ( x ) + 0 • x ° = ( a + 0 ) x ° + ay x + + an x 
a x ° + a x 

+ an xn 
= f ( x ) . 
எனவே , பூச்சிய உறுப்பு 0.x ° அதாவது எல்லாக் குணகங் 
களும் பூச்சியமாகவுடைய கோவையே பூச்சிய உறுப்பாகும் . 
மேலும் , 
[ a x ° + a x + ....... anx ] + [ [ -aa ) x ° + ( - ay ) x 

+ ( -an ) x ) = 0x 


+ a. x? என்ற கோவையின் 


ao x ° + a x + 
கூட்டல் எதிர்மாறு உறுப்பு . 


( - a x + ( - a ) x + ....... + ( - an ) x ? என்றாகும் . 
f ( x ) - g ( x ) என்பதில் xi- ன் குணகம் 
a , b ; + a b ; - 1 ... ...... + a ; b . 
g ( x ) • f ( x ) என்பதில் டன் குணகம் 
bo ai + b a ; 1 

........... + b ; as 


--- 


இங்குள்ள a , b என்பவை எல்லாம் S- ன் 

உறுப்புகள் 
என்பதாலும் S ஒரு பரிமாற்று வளையமென்பதாலும் , 
as b + a b ; -1 ..... + a b . b a + b ay -1 

........... + b as . 
ஃ f ( x ) g ( x ) = g ( x ) f ( x )) 
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எனவே . [ x1 ல் பெருக்கல் வரையறை பரிமாற்று விதிக்குக் 
கட்டுப்பட்டிருக்கிறது . 


| 


( 0 x + c x + 

+ c x ? என மூன்றாவது 
பல்லுறுப்புக் கோவையை எடுத்துக் கொள்க . 

[ .g ( x ) ] h ( x ) என்பதில் என் குணகம் ( aph ) என்ற வடி 
விலுள்ள எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை ஆகும் . [ இங்கு 
I , S , 1 குறையில்லா முழு எண்கள் என்பதும் / + S + 1 = 1 என் 
பதும் நினைவு கூர்க . ) 

அதேபோல் f ( x ) [ g ( x ) . h ( x ) ] என்பதில் xi- ன் குணகம் 
ar ( bs ) என்ற வடிவிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகை . 

a , b , c E S 
( ar bs ) c = a , ( bs ce ) ஆகும் . 
S [ x ] - ல் பெருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும் . 
S [ x ] -ன் ஒருமையுறுப்பு 1.x. என்பதும் தெளிவு . 

S [ x ] என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளைய 
மென்பது புலனாகும் . 


உப 


7.3.2 தேற்றம் : S உடன் ஒற்றுருவமாகவுள்ள 
வளையம் S [ x ] - ல் இருப்பதென நிரூபி . 

S [ x ] - ல் a • x என்ற வடிவிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளையும் 
கொண்ட கணத்தை S என்க . 

x0 - + a என்ற மாற்றம் S ஐ S-க்குமேல் ஒன்றுக் 
கொன்று மாற்றுமென்பது தெளிவு . 
மேலும் , a x + b x ° = ( a + b ) x ° --+ a + b 

( u x ° ) . ( bx ) = ( a b) x - + ab 


என்பதால் கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகள் இந்த மாற்றத்தினால் 
பாதிக்கப்படவில்லை . 

S என்பது பி - ன் ஒற்றுருவமாகும் . 
மேலும் S , S [ x ] - ன் ஓர் உபவளையமாகும் . 


7.3.3 தேற்றம் : S என்பது ஓர் எண் அரங்கமாயிருந்தால் 
ஒழிய S [ x ] ஓர் எண் அரங்கமாகாது . 
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உதவித் தேற்றம் ( Lemma ) 

வரையறை : S [ x] என்ற வளையத்தில் f ( x ) என்பது பூச்சிய 
மல்லாத உறுப்பாகக் கொள்க . f ( ) ல் -ன் குணகம் பூச்சிய 
மாகாத படியாகக் குறையில்லாத முழு எண் n என்பது மிக திக 
மான எண் என்றால் f ( x ) - ன் படி ( degree ) ‘ n ஆகும் (Inx ? என்பது 
f ( x ) முன்னிற்கும் உறுப்பாகும் . 

S என்பதை ஓர் எண் அரங்கமாகவும் f ( x ) , 8 ( x ) என்ப 
வற்றை S [ x ] - ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்புகளாகவும் எடுத்துக் 
கொள்க . 


[ f { x ) g ( x ) ] -ன் படி = f ( x ) -ன் படி + g ( x ) - ன் படி என்று 
நிரூபி . 

f ( x ) , g ( x ) என்பவை பூச்சியமில்லாத உறுப்புகளாதலால் 
அவைகளுக்குப் படியுண்டு . அவைகளை முறையே n , என்க . 
அதாவது + 0 , hm + 0 . எனவே , f - x ) . ( x ) என்பதன் 
படி + m .- க்கு மேல் அதிகமாக இருக்கமுடியாது . 

மேலும் , S என்பது ஓர் அரங்கமாதலாலும் an + 0 , tm + 0 
என்பதாலும் an bm + 0 

an bm என்பது x + -ன் குணகம் 
ஃ f ( x ) - g ( x ) என்பதன் படி n + 1 ஆகும் . 

f ( x ) , 8 ( x ) என்பவை S [ x ] ல் பூச்சிமில்லாத உறுப்புகள் 
என்பதாலும் S என்பது எண் அரங்கம் என்பதாலும் [ ]-ன் 
உறுப்பாகிய f ( x ) . g ( ) - க்குப் படி உண்டு . அது பூச்சியமன்று . 

ஃ S [ x ]-ம் ஓர் எண் அரங்கமே . 

மேலும் , S C S [ x ] என்பதால் , S [ x ] எண் அரங்கமாக 
இருக்கும்போது S- ம் எண் அரங்கமாக அமையும் . 


7.4 ஒப்புறவு மாற்றம் ( Homomorphism ) 

வரையறை : tt -- t என்ற மாற்றம் U என்ற வளையத்தை 
U என்ற வளையத்திற்குமேல் மாற்றி , கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகள் 
பாதுகாக்கப்பட்டதால் இந்த மாற்றத்தை ஒப்புறவு மாற்றம் 
என்போம் . 


குறிப்பு : மேற்கண்ட மாற்றம் ஒன்றுக்கொன்றாகவும் இருந் 
தால் , அது ஒற்றுருவ மாற்றமாகும் . 

மாதிரி : f ( x ) -- / (s ) j ( x ) E S [ x ] SES என்ற 
மாற்றத்தை நோக்குக . 
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இதன் மூலம் S [x ] , S-க்குமேல் மாற்றப்பட்டிருக்கிறது . 
கூட்டல் , பெருக்கல் விதிகள் பாதுகாக்கப்பட்டிருக்கின்றன . 
ஆனால் , f ( x ) போல் வேறு பல்லுறுப்புக் கோவைகள் f ( s ) - க்கு 
மாற்றமுடியுமாதலால் , இது ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றமில்லை . 

வரையறை : f ( x ) E S [ x ] ; f ( r ) = 0 என்றிருக்கும்படி 
r E S என்றும் f ( x ) என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையின் [ f ( x ) = 0 
எனச் சமமாகும்படி இருக்கவேண்டிய அவசியமில்லை ] மூலம் ‘ r 
என்போம் . 


குறிப்பு : வளையம் S ஐ ஒரு களமாகக் கொள்வதால் சில 
நன்மைகள் உண்டு . எனவே , ஐக் களமாகக் கொண்டு F என்று 
குறித்து நோக்குவோம் . 


7.5 F என்பது களமாகும்போது F [ x ] ஓர் எண் அரங்கமாக 
இருக்கும் . 


F என்ற களத்தின்மேல் நிர்ணயிக்கப்படவேண்டிய உறுப்பு 
x ஐக் கொண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகளால் ஆன வளையத்தை 
F [ x ] என்போம் . f ( x ) , g ( x ) E F [ x ] 


f ( x ) = 8 ( x ) • h ( k ) என்று அமையும்படியாக 4 ( x ) E F [ x ] 
இருந்தால் ? ( x ) ஐ | ( x ) - ன் காரணி என்போம் . 


குறிப்பு : F- ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்பு என்க . அதாவது 
A • x ° E F [ x ] 


A ( X - 1 f ( x ) = f ( x ) என்பதால் F [ x ] - ன் எந்த உறுப்பு 
f ( x ) . க்கும் - ஒரு காரணியாகும் . 

மேலும் , f ( x ) = g ( x ) • h ( x ) என்றால் 
f ( x ) = 

= [ X g ( x ) ] [ X1 h ( x ) ] என்றாகும் . எனவே g ( x ) 
என்பது f ( x ) - ன் காரணியானால் Ag ( x ) - ம் f ( x ) - ன் காரணி 
யாகும் : 


7.5.1 f ( x ) , g ( x ) E F [ x ] ; 8 ( x ) = 0 என்றால் , 
f ( x ) = q (x ) . g ( x) + r ( x ) என்று அமையும்படி ( x ) - ம் - ( x )- ம் 
F [x] உறுப்புகளாகும் . மேலும் , 1 ( x) = 0 அல்லது r ( x ) - ன் 
படி < g ( x ) - ன் படியாகும் . 

1 : f ( x ) = 0 அல்லது f ( x ) - ன் படி / < g ( x ) - ன் படி 
என்றால் q ( x ) = 0 r ( x ) = f ( x ) என்றாகும் . 
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2. g ( x ) - ன் படி = 0 என்றால் g ( x ) = > [ A E F , A + 0 ] 
ஃ f ( x ) = [ ^ " f ( x ] ] > 
ஃ q ( x ) = 1 " f ( x ) ; r ( x ) = 0 என்றாகும் . 

3. இப்போது , n படியுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை f ( x ) - க்கும் 
பூச்சியமில்லாத பல்லுறுப்புக் கோவை g ( x ) - க்கும் , q ( x ) , r ( x ) 
என்ற பல்லுறுப்புக் கோவைகள் உள . 

f ( x ) = q ( x ) g ( x ) + r ( x ) என்ற சமன்பாட்டைச் சரிசெய்யும் 
என்ற கொள்கையை Sn என்க . 


S1 கொள்கையை எடுத்துக் கொள்க . 
f ( x ) = a x + b ; g ( x ) = cx + d என்க . 
f ( x ) = a c - 1 ( cx + d ) + b - ac - 1 d . 
இங்கு q ( x ) = a c- 1 ; / ( x ) = b - a c - 1 d ஆகும் . 

S ) என்பது சரியே . 
இந்தக் கொள்கை -க்குச் சரியென்று எடுத்துக் கொள்க . 
sk- | : f ( x ) = ak + | x k + 1 + 

( ak + 1 + 0 ) 
0 < g ( x ) - ன் படி < k + 1 என்க . 


. 


g ( x )- ன் படி m என்றால் g ( x ) = bm xm + ........ bm # . ; 
0 < m < k + 1 
if ( x ) = bm- ak + 1x k + 1_mg( x) + [ f ( x ) -bm 1 ak + rk + 1g( x ) 

1 ( x ) = f ( x) - bm as + 1 x + 1 g ( x ) என்பதன் x + 1 
( குணகம் 

= 0 என்பது தெளிவு . 
ஃ / ( x ) = 0 அல்லது t ( x )- ன் படி < k + 1 

ஃ t ( x ) = s ( x ) g ( x ) + r ( x ) [ :: 1 ( x ) - ன் படி k ] 
ஆகவே , அதற்குக் குறைந்து இருக்கும் : 

ஃ f ( x ) = [ bm1 ak + 1 x k 1m + s ( x )] g ( x) + r ( x ) 

* sk + 1 என்பது சரியே , 
ஆகவே , தொகுத்தறியும் முறையின்படி தேற்றம் ‘ n என்ற எல்லா 
மிகை முழு எண்களுக்கும் நிறுவப்பட்டிருக்கிறது . 


கிளைத்தேற்றம் 
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f ( x ) = q ( x ) ( x - c ) + r , r E F { 


* f ( x ) = r 


எனவே , f ( x) = q (x) ( x - c ) + f (c ) 

ஃ f ( x ) E F [ x ] ; c E F என்றால் f ( x ) ஐ ( x - c ) வகுக்கும் 
போது ஏற்படும் மீதி ] ( c ) ஆகும் . மேலும் 1 ( 1 ) .ன் காரணி ( x - c ) 
என்றால் , ( c ) = 0 . அல்லது ( , f ( x ) - ன் மூலமாகத்தான் இருக்க 
வேண்டும் . 

7-5-2 f ( x ) E F [ x [ என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையின் படி 
n என்றும் , a x " என்பது முன்னிற்கும் உறுப்பு என்றும் கொள்க . 
C1 , 9,........ n என்ற f ( x ) - ன் மூலகங்கள் F களத்தின் வெவ்வேறான 
உறுப்புகள் என்றால் , 

f ( x ) = a ( x - C ) ( x - ce ) ( x - cn ) என நிரூபி . 

C ) என்பது f ( x) - ன் ஒரே மூலமாகவும் , f ( x ) - ன் படி 1 " 
என்றும் கொண்டால் , 

f ( x ) = a ( x - c ) என்பது தெளிவு . 
இப்போது f ( x) - ன் படி ( k + 1 ) என்க . cy , 1 ( x ) . ன் மூலமெனின் 

f ( x) = q (x) ( x - C ) 
ஃ q ( x ) - ன் படி k ஆகும் . 


...... 


தேற்றம் தொகுத்தறி முறையின்படி •k . க்குச் சரியென்று 
கொள்வோம் . 


C என்பது f ( x ) - ன் வேறு ஏதாவது மூலமெனின் , 

f ( c ) = 0 
அதாவது q ( ci ) ( c ; - c ) = 0 
‘ c - க்கள் எல்லாம் வெவ்வேறானவை . ஆதலால் 

C - c + 0 - 

ஃ q ( c ) = 0 
அதாவது c ( + c ) q ( x ) - க்கு மூலமாகும் . 

C ?, cg ....... ck + 1 என்பவை , q ( x ) . ன் வெவ்வேறான 
மூலங்கள் ஆகும் . 


ஃ q ( x ) , ( 

= a ( x - c ) (x - cg ) ...... ( x - ( k + ) ) 
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.. f (x ) = a ( x - c ) ( x - c ) ( x -- ck + 1 ) 

தேற்றம் ( k + 1 ).க்கும் சரியென்றாகிறது . 

தேற்றம் என்ற எல்லா முழு எண்களுக்கும் நிரூபிக்கப் 
பட்டுவிட்டது . 


-- 


கிளைத்தேற்றம் 1 

F என்ற களத்தின்மேல் உள்ள ‘ n’ படி பல்லுறுப்புக் கோவை 
f ( x ) - க்கு n- க்கு மேற்பட்ட வெவ்வேறான மூலங்கள் கிடையா . 

f ( x ) = a ( x - 1 ) ( x - cg ) ... .. ( x cn ) என்று நிரூபிக் 
கப்பட்டுவிட்டது . 

C என்பது f ( x ) . ன் வேறு ஏதாவது மூலமானால் 
a ( c - c ) ( c - c , ) -... ( c - cn ) = 0 

ஃ c = C அல்லது c = c , 
அல்லது c = cn என்றே அமைய வேண்டும் . 

ஃ f ( x ) - ன் மூலங்கள் ( 1 , c , ...... cn என்ற n மூலங்களே. - 
தான் இருக்கும் . 


a A0 


...... 


கிளைத்தேற்றம் 2 

F என்ற களத்தின் மேலுள்ள இரு பல்லுறுப்புக் கோவைகள் : 
g ( x ) , h ( x ) என்பவை F- ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு S - க்கும் , 

g ( s ) = h (s ) என்று அமைந்தால் , 


g ( x ) = h ( x ) 


f ( x ) = g ( x ) - h ( x ) என்று எடுத்துக் கொள்க . 


f ( s ) = 0 [ இங்கு S என்பது F என்ற களத்திலுள்ள எல்லா 
உறுப்புகளுக்கும் பொருந்தும் . ] 


f ( x ) - ன் படி g ( x ) , h ( x ) என்ற கோவைகளின் படி.களைவிட 
அதிகமாக இருக்கமுடியாது . ஆனால் , மூலங்கள் f ( x ) - ன் 
படியைவிட அதிகமாக இருக்கின்றன . இது நடவாத காரியம் . 

f ( x ) = 0 
g ( x ) = h ( x ) 
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7.6 வரையறை : 

F [ x ] - ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்பைப் 
( monic ) பல்லுறுப்புக் கோவை என்றால் , அதன் முன்னிற்கும் 
*உறுப்பின் குணகம் 1 ஆக வேண்டும் . 


வரையறை : F [ x ] - ல் உள்ள மானிக் மல்லுறுப்புக் கோவை 
( x ) என்பதை F [ x ] ல் பூச்சியமில்லாத இரு உறுப்புகள் f (x) , 
g ( x ) என்பவற்றின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி என்றால் , 


1. f ( x ) - க்கும் . (x )- க்கும் , d ( r ) காரணி ஆகவேண்டும் . 
மேலும் , 


2. f ( x ) , g ( x ) என்பவற்றின் எல்லாப் பொதுக் காரணி 
களும் d (x) - ன் காரணியாக வேண்டும் . 

வரையறை : f ( x ) s ( x ) + g ( x ) t ( x ) 
( 1 ( x ) , g ( x ) , S ( x ) , I ( x ) E F [ x] ) 
என்பதை ( x ) , g ( x) ஒருபடிச் சேர்ப்பு என்போம் . 
7.6.1 f ( x ) , g ( x ) 

என்பவை F [ x ]-ன் பூச்சியமில்லா 
உறுப்புகளெனின் , f ( x ) , g ( x ) என்பவைகளின் ஒருபடிச் 
சேர்ப்புகளின் குறைந்த படியுள்ள மானிக் பல்லுறுப்புக் கோவை 
f ( x ) , g ( x ) என்பவற்றின் மிகப்பெரிய பொதுக் காரணியென 
நிரூபி . 

f ( x ) = q ( x ) g ( x ) + r ( x ) r ( x )-ன் படி < g ( x ) - ன் படி 
g ( x ) = q1 ( x ) r ( x ) + ri ( x ) r ( x )-ன் படி < r ( x )- ன் படி 
r ( x ) = q , ( x ) ri ( x ) + 7 , ( x ) r , ( x ) - ன் படி < ri ( x ) - ன் படி 


...... 


.... 


...... 


.... 


rk - 2 ( x) = qk (x ) rk- 1 ( x ) + Ik ( x ) rk ( x) - ன் படி < Tk- ( x ) - ன்படி 
Tk - 1 ( x ) = qk + l rk ( x ) 
rk ( x ) என்பது கடைசிப் பூச்சியமில்லாத மீதி ஆகும் . 

இதில் 
இருந்து k ( x ) என்பது f ( x ) , g ( x ) என்பவற்றுக்குப் பொதுக் 
- காரணியாகிறது . 

மேலும் , f ( x ), g ( x ) என்பவற்றின் பொதுக் காரணிகள் 
யாவையும் k ( x ) - ன் காரணியாகின்றன . 

Tk ( x )-ன் முன்னிற்கும் உறுப்பின் குணகம் C என்றால் 
Clrk ( x ) 

என்பதை மானிக் பல்லுறுப்புக் கோவையாகக் 
கொள்ளவும் . 


! 
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Tk ( x) என்பது f ( x ) , g ( x ) என்பவற்றின் மிகப்பெரிய 
காரணி ஆகும் . 


வரையறை : F [ x ] - ன் பூச்சியமல்லா இரு உறுப்புகள் ஒன்றுக் 
கொன்று பகா உறுப்புகள் எனின் , அவற்றின் மிகப் பெரிய 
காரணி 1 ஆகும் . 


7.7 வரையறை : F என்ற களத்தின்மேல் மிகை படியை 
யுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை p ( x ) ஐப் பகாப் பல்லுறுப்புக் கோவை 
என்றால் , அதை மிகை படியையுள்ள இரு பல்லுறுப்புக் கோவை 
களின் பெருக்குத் தொகையாக எழுதமுடி , யாது . 


குறிப்பு 1 : f ( x ) = c - 1 [ cf (x ) ] என்பதால் , f ( x ) ஒரு 
பகாப் பல்லுறுப்புக் கோவையாகும்போது அதன் காரணிகள் 
c f ( x ) ( c = 0 ) என்பவையாகத்தான் இருக்கமுடியும் . 


குறிப்பு 2 : இரு பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் பெருக்கலின் 
படி ( degree ) அதன் காரணிகளின் படிகளின் கூட்டுத்தொகை 
என்பதால் F [ x ] - ன் முதல் படிஉறுப்பு எல்லாம் பகா 
உறுப்புகளே . 


உதவித் தேற்றம் : F- ன் பூச்சியமில்லாத பல்லுறுப்புக் 
கோவைகள் f ( x), g ( x ) என்ற இரண்டும் , f ( x ) • g ( x ) என்பது 
r ( x ) என்ற F [ x ] - ன் பகா உறுப்பினால் வகுக்கப்படும்படி 
அமைந்தால் , f ( x ) என்பது p ( x ) ஆல் வகுக்கப்படவேண்டும் . 
மேலும் g ( x ) என்பதும் p ( x ) ஆல் வகுக்கப்பட வேண்டும் . 


என்பது 


C 


7.7.1 தேற்றம் : F [ x ] என்பதிலுள்ள பூச்சியமல்லாத 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள் f ( x ) , £ ( x ) என்பதில் இக்குலிடியன் 
ஆல்கோரிதம் (Euclidean Algorithm ) என்ற முறைப்படி Ik (x ) 

கடைசியான பூச்சியமல்லாத மீதியானால் , அதன் 
முன்னிற்கும் குணகம் என்பதாகக் கொள்க . அப்போது 
c - rk ( x ) என்பது f ( x ) , 8 ( x ) என்பதன் அதிகபட்சப் பொதுக் 
காரணியாகும் . 

f ( x) : q ( x) g ( x ) + r ( x ) [ படி r ( x ) < படி g ( x ) ] 
g (x ) = q1 ( x) / ( x ) + ri ( x ) [ படி 7 ) ( x ) < படி / ( x ) ] 
r ( x ) = q , ( x ) ri ( x ) + r , ( x ) ( படி 7 , ( x ) < படி ) ( x ) ] 


N 
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rk- ( x ) -= qk (x ) ( rk- 1 (x) + rk ( x ) [ படி ! ( x ) < படி 

Tk - 1 ( x ) | 
rk - 1 ( x) = qk + | 

= qk + | ( x ) rk ( x ) . 
மேற்கண்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து rk ( x ) என்பது f ( x ) • q ( x ) 
என்ற இரண்டு பல்லுறுப்புக் கோவைகளையும் வகுக்கும் . மேலும் , 
f ( x ) , g ( x ) என்பதன் பொதுக் காரணி rk ( x ) ஐ வகுக்கும் . 

rk ( x ) - ன் முன்னிற்கும் குணகம் C என்றால் C - 1rk ( x ) என்பது 
பொதுக் காரணியாகும் . மேலும் , இது ஒரு மானிக் பல்லுறுப்புக் 
கோவையாகும் . 

எனவே , இது f ( x ) g ( x ) - ன் அதிகபட்சப் 
பொதுக் காரணியாகும் . 


ஒரே முறையில் காரணிப்படுத்தும் தேற்றம் ( Unique Factorisation . 

Theorem ) 

f ( x ) என்பது F என்ற களத்திலுள்ள மிகைபடிப் பல்லுறுப்புக் 
கோவை 

என்றும் , a என்பதை முன்னிற்கும் உறுப்பின் 
குணகம் என்றும் கொள்க . 

f ( x ) = a [ p ] [ x ] ] r1 [ p . ( x ) ] n2 [ pk ( x ) ] nk என்று 
அமையும் படியாக p ( x ) , p , ( x ) ...... - Pk ( x ) என்ற வெவ்வேறான 
பகாப் பல்லுறுப்புக் கோவைகள் உண்டு எனக் காண்பிக்க , 
மேலும் , இப்படியாகக் காரணிப்படுத்தும் முறை ஒரு முறைதான் 
என்றும் காண்பிக்க , 


[ மேற்கண்ட உதவித் தேற்றத்துக்கும் , மூலத் தேற்றத்திற்கும் 
நிரூபணம் தேவையில்லை . ஏனெனில் , இவற்றில் கண்ட 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள் , பகா எண்களைப்போல் அமைகின்றன ] . 


வரையறை : f ( x ) என்பது ( x - e ) m [ m > 1 ] என்பதால் 
வகுபட்டு ( x - c ) m + 1 என்பதால் வகுபடாமல் இருந்தால் F- ன் 
உறுப்பாகிய C ஐ F- ன் மேலுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை f ( x ) - ன் 
5 மடங்கு மூலம் என்போம் . m = 2 என்றால் C ஐ இருமடங்கு . 
மூலம் என்போம் : 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1 . S என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும் . 
s ( x ) - ல் உள்ள பூச்சியத்தை மாதிரி உறுப்பாககொண்ட எல்லாப் 
பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் கணமும் s ( x ) - ன் உபவளையமெனக் 
காண்பி . 
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2 . a -- a என்ற மாற்றம் வளையம் U ஐ வளையம் V- க்கு 
மேல் ஒற்றுருவு மாற்றம் என்க . 1 ( x ) = do + a x ...... + anx 
என்ற பல்லுறுப்புக் கோவை U ஐப் பொறுத்து உள்ளது . f ( x ) = 
as + ay x + ...... an x " என்ற f ( x ) ஐ வரையறுத்தால் f ( x ) 

f ( ) என்ற மாற்றம் U [ x ] ஐ V ( x ) .க்குமேல் ஒற்றுருவு 
மாற்றம் எனக் காண்பி . 


3. f ( x ) = g ( x ) h ( x ) f ( x ) , g ( x ) , h ( x ) E F [ r ] ) என்றும் 
f ( x ) எல்லாக் குணகங்களும் p என்ற பகா எண்ணால் வகுபடும் 
என்றும் கொண்டால் , g x) - ன் எல்லாக் குணகங்களாவது அல்லது 
..h ( x ) - ன் எல்லாக் குணகங்களாவது k ஆல் வகுபடுமென நிரூபி , 


4. f ( x ) E F [ x ] என்க . f ( x ) - ன் காரணி F [ x ] ன் ஒருபடிப் 
பல்லுறுப்புக் கோவை என்றால் , f ( x ) - ன் ஒரு மூலம் F. ல் இருந்தாக 
வேண்டுமெனக் காண்பி . 


5. கீழ்க்கண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகள் f ( x ) , g ( x ) என்பவை 
களின் மிகப்பெரிய காரணிகளைக் கண்டுபிடி . 


1. f ( x ) = 2x3 – 4x " + x -- 2 ; g ( x ) = x3 – x - x - 2 
2. f ( x ) = x - 1 

= x2 + x +1 
3 , f ( x ) = x " - 2x " + x + 4 ; g ( x ) = x + x + 1 


; 


g ( x ) 


6. கீழ்க்கண்ட f ( x ) , g ( x ) பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் மிகப் 
பெரிய காரணிகளைக் கொடுக்கப்பட்ட களத்தைப் பொறுத்துக் 
கண்டுபிடி , 


1. f ( x ) = x * + ( 2i + 1 ) x * + cx + i + 1 
g ( x ) = x + ( i - 1 ) x - 2i - 2 

( F = சிக்கல் எண் களம் ) 


2. f ( x ) = x + ( 1 - v2 ) x- / 2 
g ( x ) = x2-2 

மெய் எண்கள் களம் ) 


7. F , F என்பவை F C F என்ற வடிவிலுள்ள களங்கள் . 
எனவே , F [ x ] C F [ x ] ஆகும் . 


f ( x ) = g ( x ) h ( y ) என்ற அமைப்பிலுள்ள f ( x ) , g ( x ) h ( x) 
என்பவை F [ x ] - ன் பூச்சியமல்லாத உறுப்புகளாகும் . இவை 
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கள் ஏதாவது இரண்டு F ( x )- ன் உறுப்பானால் மூன்றாவதும் 
அதன் உறுப்பு ஆகுமென நிரூபி . 


8 , F களத்தின் இரண்டு அல்லது மூன்றுபடிப் பல்லுறுப்புக் 
கோவை f ( x ) என்பது F ஐப் பொறுத்து பகாப் பல்லுறுப்புக் 
கோவை எனின் , f ( x ) - க்கு F- ல் மூலமே இருக்கக்கூடாதென நிரூபி .. 


9. கீழ்க்கண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகளில் எவை பகாப் 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள் என்று கண்டுபிடி . களத்தைச் சிக்கல் 
எண்கள் எனக் கொள்க . அப்படிப் பகா உறுப்பு இல்லையெனின் " 
காரணீயப்படுத்து . 


1. x2 + x + 1 
2 . x + 2 x - 2 
3. x + 5x- 6 


4. x8 + 3 
5. x2 + 12 


10 , கீழ்க்கண்ட பல்லுறுப்புக் கோவையின் மூலங்களின் 
மடங்கைக் கண்டுபிடி . 


1. f ( x ) = x4 + x - 3 x2 -5 x + 2 
மூலம் 

-1 
( F = விகிதமுறு எண்கள் களம் R ) 


- 


2. f ( x ) = ** + 2 x2 + 1 
மூலம் = i 

= சிக்கல் எண் களம் ( ) . 


8 : வெக்டார் வெளிகள் 

( VECTOR SPACES ) 


8.1 வெக்டார் வெளி 


வரையறை : F என்பதைக் களமாகவும் , V என்பதைக் காலி 
இல்லாத கணமாகவும் , எடுத்துக்கொள்ள F ன் உறுப்புகளை 
எண்ணிகள் ( scalars ) என்றும் , V- ன் உறுப்புகளை வெக்டார்கள் 
என்றும் வழங்குவோம் . இந்த வெக்டார்கள் , பெளதிகவியலில் 
கையாளும் வெக்டார்களின் பொதுப்படையானவை . 

V என்பதை F- ன் மேல் உள்ள வெக்டார் வெளி என்று கூற 
வேண்டுமானால் , கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு அது கட்டுப் 
பட்டிருக்க வேண்டும் . 

1. கூட்டலைப் பொறுத்து V ஒரு பரிமாற்றுக் குலமாக இருக்க . 
வேண்டும் . 
2. a ( X + Y ) = aX + aY 

a E F ; 

X , YEV 
3. ( a + b ) X ax + bx a , E F ; XEV 
4 , a ( bX ) ( ab) X a, b E F ; XE V 
1 X X 

1 = F- ன் ஒருமையுறுப்பு 
மாதிரி : ( al , ay , ......an ) { at E F } என்ற n உறுப்புகளை 
வரிசையாக உள்ள கணம் V ஐ நோக்குக . 
( al , as an ) + ( b ) , 6 , 

bn ) 
( a + b ) , a + b ...... an + bn ) என்று கூட்டலையும் , 
A ( ay , ag ,...... an ) = ( Aa ) , Aag ...... Aan ) என்று எண்ணி 
பெருக்கலையும் ( scalar multiplicatioil ) வரையறுத்தால் இந்தக் 
கணம் ஒரு வெக்டர் வெளியாகும் .. 


- 


--- 


5 . 


-- 


. 


...... 


-- 


112 


தவ இயற்கணிதம் 


8-2 தேற்றம் 

வரையறை : பூச்சிய வெக்டார் ( Zero vector ) : V என்றவெக்டார் 
வெளி ஒரு பரிமாற்று குலமாக இருக்க வேண்டுமெனக் கண்டோம் . 
அந்தக் குலத்தில் சர்வசம உறுப்பை ( identity element ) 0 என்று 
குறிப்பிடுவோம் . X என்ற வெக்டாரின் கூட்டல் எதிர்மாறு 
உறுப்பை - X என்றும் குறிப்பிடலாம் . 


- 


கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்க 
1. aEF என்றால் 

a . 0 = 0 
2. X c ! ) என்றால் 

0. X 
3. a E F , X E F என்றால் a ( -- X ) = ( -a) X 

- ( ax ) 


a = 0 அல்லது X = 0 ஆகும் . 


-4 . a X = 0 என்றால் 
1. a = X = a ( X +0) 

= a X + a . 0 


0 என்பது பூச்சிய வெக்டார் ஆகும் . 
எனவே a . 0 = 


= 0 


2. a X = ( a + 0 ) X 

= a x + 0 , X 
0 X என்பது பூச்சிய வெக்டார் ஆகும் . 
OX = 0 


3. 0 = a0 

= a ( X - X ) 

= a x + a ( - X ) 
ஃ a ( - X ) என்பது aX என்பதன் . - கூட்டல் எதிர்மாறு 
உறுப்பாகும் . 
ஃ a ( - X ) = - ( a x ) 

0 = 0x 


= ( a - a ) X 

= a x + ( -a ) X 
ஃ ( -a ) X = - ( ax ) 
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4. a X 


0 


என்க . 


a 


0 


எனின் 


u X = 01 


X 


- 


0 


எனின் 


a X = 0 


1 


a + 0 என்றால் 


X 


0 = 0 


Q 


X + 0 என்றால் 


a ( - x ) = - ( a X ) = 0 
a ( X - X ) = 0 


a0 


0 


( L 


- 


0 


8.3 F என்ற களத்தைப் பொறுத்து V என்ற வெக்டார் 
வெளியின் உபகணம் 

U என்பது 

உபவெளியெனின் , அது 
கூட்டல் , எண்ணி பெருக்கல் இவற்றைப் பொறுத்து அடைக்கப் 
பட்டிருக்க ( closcd ) வேண்டும் . 


U என்பது V- ன் உபவெளியெனின் , அது கூட்டல் , எண்ணி 
பெருக்கல் இவற்றைப் பொறுத்து அடைக்கப்பட்டிருக்க 
வேண்டும் , 


மறுதலையாக , V- ன் உபகணமான U - வைக் காலியில்லாத 
கணமாக எடுத்துக் கொள்க . 


X EU, 1 E F 6T 60T (1360 


( -1 ) X EU 


மேலும் ( - 1 ) X = - ( 1X ) = - ( X ) 

U- ல் X- ன் கூட்டல் எதிர்மாறு உறுப்பு - X ஆகும் . 


. 


U கூட்டலைப் பொறுத்து அடைபட்டிருக்கிறது . 


U , V- ன் உபகுலமாகும் . 


மேலும் , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) என்ற நிபந்தனைகளுக்குக் கட்டுப் 
பட்டிருக் கிறது . 


. 


U என்பது ஒரு வெக்டார் வெளியாகும் . 
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.... 


8.4 ஒருபடி சார்பு ( Linear Dependence ) 

வரையறை : V என்ற வெக்டார் வெளியின் n வெக்டார்கள் 
X ) , X ,, .... X , கொண்ட கணம் { X ,, X ,, 

X.n } ஒருபடி 
சார்புடையது என்றால் . 
al X / + as X , + + an X .. 

( A ) 
என்ற சமன்பாட்டைச் சரிசெய்யும்படியான 11 , a ,, ---... an என்ற 
எண்ணி உறுப்புகள் எல்லாம் பூச்சியமாக இருக்கக் கூடாது . 


0 


{ X 1 , X ,, ...... Xn } என்ற கணம் ஒருபடி சார்புடையது 
அன்றென்றால் , அதை ஒருபடி சார்பிலாக் கணம் ( Linearly 
Independent Set ) என்போம் . 


குறிப்பு : ( A ) என்ற சமன்பாட்டில் ay = 0 , a , = 0 , 
an = 0 என்றால் அந்தச் சமன்பாடு சரிசெய்யப்படும் . a ) , a ,, ..... 
an என்ற எல்லா உறுப்புகளும் பூச்சியமாகும்படியான நிலையிருந் 
தால் கணம் சார்பிலாக் கணமாகும் . ஆனால் , n a- க்களில் ஒரு a 
ஆவது பூச்சியமில்லாமல் இருந்தால் , கணம் ஒருபடி சார்பு 
கணமென்போம் . 


மாதிரி : X ( 1 , 2 , 3 ) 

X , 

( 7, 3, -2 ) 
X : = ( - 31 , -18 , -1 ) 

3 X1 + 4 X , + Xg 
இங்கு a = 3 , a , = 4 , as = 1 . 

ஃ X1 , X ,, X. என்பவை ஒருபடி சார்புள்ளவை , 


8.5 தேற்றம் : F ஐப் பொறுத்து V என்பதை வெக்டார் 
வெளியாகக்கொண்டு கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்க . 


1. { X ,, X ,, ... Xm } என்ற கணத்தில் , ஒரு வெக்டா 
ராவது பூச்சிய வெக்டார் என்றால் , அது ஒருபடி சார்புள்ளது . 


2. X என்ற ஒரே ஒரு வெக்டாரை உடைய { X } என்ற 
கணம் , X + 0 என்று இருந்தாலொழிய ஒருபடி சார்பு . உள்ளது 
ஆகாது . 


3. V = { X ] , X ,, ...... Xm } என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமென்றால் , V- ன் காலியில்லாத எந்த உபகணமும் ஒருபடி 
சார்பிலாக் கணமாகும் . 
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Xm } 


என்ற 


... 


4. { X , X ,, 

கணம் ஒருபடி சார்பு 
உள்ளது எனின் , { X , X ,, ...... Km , X } என்ற கணமும் ஒரு 
படி சார்பு உள்ள தேயாகும் [ XEV] . 
5 . { X ) , X,, 

Ym } என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமென்றும் , E F ( i 

( i = 1 , 2 , ...... ni ) என்ற உறுப்புகள் 
b , X , + b , X , + ...... + hm Xm = c X ] + ( , X , + 
cm Xm என்றும் இருந்தால் , 


...... 


... 


- 


1 , 2 , 


b ; 

m ) 
6. X ; EV , / E F [ i = 1 , 2 , - ... 

- m ] என்ற உறுப்புகள் 
{ X , + r , X , X : + rgX , ....... Xm Err X ; } என்ற கணத்தை . 
ஒருபடி சார்புள்ளதாகச் செய்தால் { X ,, X ,, Km } என்ற 
கணம் ஒருபடி சார்பு உள்ளதாகும் . 


நிரூபணம் 


1. X , = 0 என்க . 


1. X - 


0 . X , 


+ 


+ 0 . Xm = 0 . 
இங்கு X- ன் குணகம் 1 என்பதைக் கவனிக்க , 


. 


{ X ,, X ,, ...... X ... } என்ற கணம் 


ஒருபடி சார்பு 


உள்ளது . 


2. X + 0 என்றால் a X = 0 என்ற சமன்பாட்டில் a = 0 ஆகும் . 

{ { } என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் கணமாகும் . 
X = 0 என்றால் 1X = 0 . . { X } சார்புள்ள கணமாகும் . 


3. { X , X , 

{ X ] , X ,, 


Xm } என்ற கணத்தின் உபகணத்தை 
X ; } ( 1 < i < m ) என்று கொள் வோம் . 


al X ] + a , X , + ... + a / X == 0 என்றால் 
a | X , + a , X , + ..... + 0 X ; + 1 + ... + 0 X = 0 
ஆனால் 

Xm } என்ற கணம் 

ஒருபடி 
சார்பிலாதது . 


a; = 0 . 


ai = 0 , a , = 0 

a | X , + a , X , + ....- + a ; X ; = 0 என்பதால் a , = 0 , 
as = 0 ...... a = 0 என்றுதான் இருக்கவேண்டும் : 
எனவே , உபகணமும் ஒருபடி சார்பிலாதது . 
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X,, 


4. { X1 , X , 

{ X ,, X , ... Xn }} ஒருபடி சார்புள்ளது எனின் 
ay X , + a , X , + ..... + am xm = 0 என்பதில் ஏதாவது 
ஒரு a; # 0 1 < j < m . 
மேலும் a , X , + a , x , + ... + ar xn + 0 x = 0 
இங்கும் a ; + 0 
{ X ] , 

Xm , X } என்பது ஒருபடி 
சார்புள்ளது . 
5. b , X , + be X, + ...... + bm Xm = c_ X : + c , X , + 

+ Cm Xm 
ஃ ( b - C ) X1 + ( b , -c , ) X, + + ( bm- ( m ) 
Xm = 0 , 

Xn } என்பது ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணம் . எனவே , 


... 


bi = 1 


by - c = 0 : 
b , -c = 0 : b , 


= ce 


ta 


bn - cm = 0 
6. கொடுக்கப்பட்டுள்ள கணம் ஒருபடி சார்புள்ளது 

என்பதால் 
a , ( X , + is X , ) + as ( X : + rs X ; ) .... + am ( Xm + 
rm X , ) = 0 என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள a . க்கள் எல்லாம் 
பூச்சியமாகக் கூடாது . 
( aer , + as rg + ... ... + am Im ) X + a , X , + 
+ am Am = 0 
{ X ,, X , 

ஒரு ஒருபடி சார்புள்ள 
கணமாகும் . 
8.6 வரையறை 

X ; EV , a ; E F ( i = 1 , 2 , m ) என்றால் , 
ayX , + ayX , + ... + amX.. 

என்பதை X. , X , - Xm 
என்ற வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கை ( Linear Combination ) 
என்று கூறலாம் . 

தேற்றம் : X. , x ,, -- ... Xm என்ற ச - ன் வெக்டார்களின் 
எல்லா ஒருபடி சேர்க்கைகளும் கொண்ட கணம் U என்பதை 
V. ன் உபவெளியென நிரூபிக்க. 


... 
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Y = c | X. + c , X , + ... + cm X 
Z = dr X, + d , x , + ... + dm xm 
[ c ; E F , d ; E F [ i = 1 , 2 , ... - m ) ] 

ஃ Y + Z = ( c + + d ) X , + ( c , + d , ) X , + ... 
( cm + d . ) X. எனவே Y + Z என்பது X. , X ,, Xm என் 
பதன் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . 
A Y = A ( cr X : + c , x , + ... ... + cm Xm ) 

= (Ac ) X / + ( Ac , ) X , + ... ... + ( A cm ) Xm 
AY . யும் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . 

U என்ற கணம் , கூட்டலையும் எண்ணி பெருக்கலையும் 
பொறுத்து அடைக்கப்பட்டிருக்கிறது . 

U என்பது V. ன் உபவெளியாகும் . 
வரையறை : மேற்கண்ட U உபவெளியை U = [ X ,, X ,, 
X. ) எனக் குறிக்கலாம் . U என்ற உபவெளி , X ,, Y ,, ... - 
என்ற வெக்டார்களால் பிறப்பிக்கப்படுகிறது ( generated ) . 


குறிப்பு 1 : X , = 1 - X , + 0 • X , + ... + 0 - X , என்பதால் 

X , E [ X ,, X ,, ... - X. ) 
அதே போல் { X ,, X ,, 

{ X ,, X ,, ... Xn } < [ X ,, X ,, ... Y. ) என் 
பதும் தெளிவு . 

E , = ( 1 , 0 , 0 , -- ... 0 ) 
E , 

= 0 , 1 , 0 , 0 ) 


= 


... 


E. = ( 0 , 0 , 

1 ) 
என்பதை V- ன் அலகு வெக்டார்கள் என்போம் . 

a | E , + a , E ; + ...... + a , En = ( ai , ag ... an ) என்பதால் , 
V- ன் , எல்லா வெக்டார்களின் பொதுப் பிறப்பாக்கியாக ( E ,, E , 
... Fm ) ஐக் கொள்ளலாம் . 
குறிப்பு : தேற்றம் ( 8.5 ) -ல் 

தேற்றம் ( 8.5 ) -ல் ( 5 ) ஆவது பிரிவின்படி X ,, 
X ,, ... X. என்ற வெக்டார்கள் ஒருபடி சார்பிலாதவை என்றால் , 
அதன் ஒருபடி சேர்க்கை அதே விதமாக இருக்குமெனக் 
கண்டோம் . 
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... 


8.7 F என்ற களத்தைப் பொறுத்து , V- என் வெக்டார் 
வெளியின் உறுப்புகள் X , , X , X. என்க . 
1. U = [ X ] , X,, X. ] என்ற உபவெளி, X- க்குப் பதில் 

ak X ; என்றால் மாறுபடாது . 


Pra 


{ ( 1 < k < m ) a E F ; a + 0 } 
2 , X என்ற வெக்டாரை Xk + b X [ 1 < k < 11 , 

1 < 1 < m ; I + k , b E F ] என்று மாற்றினால் U 
உபவெளி மாறாது . 

3. Xk என்ற வெக்டாரை Y = a , X ] + a , X , + ... + an X. 
என்ற வெக்டாரால் மாற்றினால் U மாறாது . 

X EVஎன்க . X என்பது X , X , ... Xm என்பதன் 
ஒருபடி சேர்க்கையாக 

இருந்தாலொழிய [ X ,, X , ... Xm X ] 
= [ X , X , Xm ] என்றாகாது . 

5 . { X , X , ...... X. } என்பது ஒருபடி சார்பிலாக் கண 
மாகவும் XE [ X ,, x , ... Xn ] என்றும் இருந்தால் , { X , X ,, 
• Y ,, X } ஒரு சார்பிலாக் கணமாகும் . 


நிரூபணம் 
1 .. A { X ,, X ,, Xk Xm ? 

B = { X ,, X ,, ... a Xk ... Xm } . 
Xk = d Xk 

= 0. X , + 0 • X : + ... + a Xk + ... + 0.Xm 
ஃ X என்பது B- யிலுள்ள வெக்டார் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . 


மேலும் , Xj ( j = k ) என்ற வெக்டார்கள் A , B என்ற கணங்கள் 
இரண்டிலும் இருக்கின்றன . 


ஃ [ X ] , X9 , 


Xk , 


Am ] = [ X1 , X ,, 


... a Xk , 


Xm ]] 


2. இங்கு X என்பதை Xk + b X , என்று மாற்றுகிறோம் . 


Xk = 1 ( X + b X ) -bx| 

X : என்பது B- யிலுள்ள வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கை 
யாகும் . 
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என்று 


3. இங்கு 

Xk = a x + a , X, + .... + am am 

/ , 
மாறும் போதும் , 

1 
Xk ( al X / + as X2 + + + am xm ) 


dk 


al X 


ap 
- 


ek | X - 1 
dk 


dk 


ak 


dk +1 

ak 


X + 


Xm 


1 


dk 


ஃ Xk என்பது B-யிலுள்ள வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கை 
யாகும் . 


4. A = 

A = { X1 , 19 , .. X. } 
B = { X1 , X ,, ... Xm , X } என்க . 

X = d , X / + a , X , ... + am Xm என்றால் , " என்பது 
X., X , ... X. என்பவற்றின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . 


Y = b , Y , + b , X : + ... + bx xa + b y 


-- 


- 


. 


b . X. + b , X + ... + bmxm + 

b ( a , X ; + as X ; + + + am am ) 
( b + bay ) X + ( b , + b as ) + 

+ b + b am ) m 
YE [ X , X , ........ 

-Xm ] 
: . [ X ] , , , 

Xm , X ] < [ X ,, X ,, ... m ] 


... 


அதே போல் 


ZE [ X ,, X ,, ... Xm ] என்றால் 
Z = C | X , + c , X , + ... + cm Xm 
= ( c , + ay ) X / + ( cs + ay ) X , + ... + (cm + am ] Ym - X 
: ZE [ X1 , X ,, .. 

[ X , X ,, .... X. ] + [ X ,, X ,, xm , X ] . 
எனவே , [ X ,, X ,, .- xm ] = [ X , X ,, 


m 


... 


- 


5. { X1 , X ,, 


Xm , X } என்ற கணத்தை நோக்குக. 
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Cr X , + c , X , + ... + cm xm + c X = 0 .......... ( A ) 
என்ற சமன்பாட்டைச் சரி செய்யும்படி C1 , 2 , ... ... em , c என்ற 
எண்ணி உறுப்புகள் இருக்கும் . 

( + 0 என்றால் 

X = -1 ( c , X , + c , X , + ... + cm xm ) 
எழுதலாம் . 

. X 6 [ XI , X ,, Xm ] . 
ஆனால் X4 [ X1 , X ,, ... X. } 
( = 0 . 
ஃ C1 X / + c , x , ... + cm xn = 0 . 
{ X ) , X , Xm } என்பது ஒருபடி சார்பிலாக் கணமென் 
பதால் c = 0 , cs = 0 , ... cm = 0 . 
ஃ ( A ) சமன்பாட்டில் ci = 0 ; c , = 0,. 

cm = 0 , c = 0 . 
ஃ { x } , X ,, ... Xm , X } 

Xm , X } என்ற கணம் ஒரு ஒருபடி 
சார்பிலாக் கணமாகும் . 


--- 


8.8 தேற்றம் : V என்ற வெக்டார் வெளியின் உறுப்புகள் 
X 1, X ,, ... Xm என்றால் , U = [ X ] , X ,, ... Xm ] என்ற உபவெளி 
யிலுள்ள எந்த m + 1 வெக்டார்கள் கணமும் ஒருபடி சார்புள்ள 
கணமாகும் . 


m = 1 என்று எடுத்துக் கொள்ள 
U = [ X . ] 

Y , = ay X1 , Y , = a , X , என்று இரு வெக்டார்களை எடுத்துக் 
கொள்க . 
ay = 0 என்றால் Y = 0 . 

1.Y , + 0.Y , = 0 என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து Y ,, Y , 
என்பவை ஒருபடி சார்புள்ளவை . 

m = k என்பதற்குத் தேற்றம் சரியாக இருப்பதாகக் கொள்ளு . 
வோம் . 

m = k + 1 என்றால் 
U = [ X ] , X ,, X + 1 ] ஆகும் . 
ஃ Y ,, Y ,, ... Yk + , E U என்று 

, k + 2 வெக்டார்களை 
எடுத்துக் கொள்க . 
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Xk + 1 . 


= a X1 + ra , X : + 

+ ak + 1 
Y , = b , X , + be X , + ... + bk + 1 Xk + 1 : 


........... 


1 


Yk + , = s , X , + s , X , + ... + sk + | Xk + | என்றாகும் , 

X 1 - ன் எல்லாக் குணகங்கள் a ) , b , .. S , என்பவையெல்லாம் 
பூச்சியமானால் , 

Y ,, Y ,, ... Ye + | என்பவை X ,, X ,, ... Xk + என்ற k 
வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . m = k என்பதற்குத் 
தேற்றம் சரி என்றதால் Y ,, Y ,, ... Yk + , என்ற ‘ k + 2 வெக்டார் 
களின் எந்த k + 1 வெக்டார்களை எடுத்துக்கொண்டாலும் - 
அவை ஒருபடி சார்புள்ளவையாக இருக்கும் . அவற்றுடன் 
k + 22 ஆவது வெக்டாரைச் சேர்க்கும் போது அவை யாவும் 
ஒருபடி சார்புள்ளவையாகவே இருக்கும் . 

X : - ன் எல்லாக் குணகங்களும் பூச்சியமில்லை என்று கொள்க . 
a , + 0 என்றால் 


-1 


ak + ] 


Xk + 1 


-- 


+ by an 


1 


ak + 1 


a -1 Y1 X , + ay 

a , X , + ... + a | 
Y , - bai- Y , (b , X : + b , X , + ... + bk + | X + 1 ) 
- ( 5 , X1 + b , a | a , X , + ..... 

Xk+ 1 )) 
.. Yu - b , ai| , 

Y , என்பது X ,, Xs , .. - Xk : | என்ற k 
வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . 

ஃ அது [ X ,, x , Xk + 1 ] என்பதன் உறுப்பாகும் . 
அதே போல் 
Ys - cial 1 Yr E [ X_ , X ,, Xk : } 


1 


... 


...... சா -...... 


Yk + 2 


Y :+ 1 - Si a | 1Y , E [ X ,, X. Xk : 1 ] . 

Y , -b , a 1Y,, Yg - bi ar 1Y ,, - Yk + 2 - ¢ a , Y , 
என்ற ‘ k + 1 வெக்டார்கள் ஒருபடி சார்புள்ளவை . Y , Y ,, 

என்பவை ஒருபடி சார்புள்ளவை . 
8.9 ஆதாரம் ( Basis ) 
வரையறை : 

V என்ற வெக்டார் வெளியின் உறுப்புகளைக் 
கொண்ட { X ,, x ,, ... X. } என்ற கணம் V ன் ஆதாரமென்றால் , 
கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு அது உட்பட்டிருக்க வேண்டும் . 
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1 . { X ,, X ,, ... Xm } என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாக வேண்டும் . 

2. V என்ற வெளி , X1 , X ,, ....... Xm என்ற வெக்டார்களால் 
பிறப்பாக்கிக்க வேண்டும் . 

அதாவது V = [ X , , X ,, ...... Xm ] 


8-9.1 தேற்றம் : V என்ற வெக்டார் வெளியின் ஓர் ஆதாரம் 
வெக்டார்களைக் கொண்டிருந்தால் , V- ன் ஒவ்வோர் ஆதாரமும் 
" n வெக்டார்களைக் கொண்டிருக்கும் . 

{ X | , X ,, ...... Xn } , { Y1 , Y ,, ....... Ym } என்று இரண்டு 
ஆதாரங்கள் V- க்கு இருப்பதாகக் கொள்வோம் . 
ஃ V = [ X1 , X , ...... Xn ] == 

Xn ] = [ Y ] , Y ,, .....- Ym ] 
m > n 

என்றால் , Y ,, Y ,, ...... Ym- ல் ஏதாவது ( n + 1 ) 
வெக்டார்களை எடுத்துக்கொண்டால் அது ஒருபடி . சார்புள்ளதாக 
வேண்டும் . 

{ Y ] , Y ,,...... Ym } என்ற பூராக் கணமும் ஒருபடி சார் 
புள்ள தாகவே இருக்கவேண்டும் . 
ஆனால் , { Y ,, Y ,, ...--- Ym } என்பது V - ன் ஓர் ஆதாரமாகும் . 

m > 11 , அதாவது m < n 
அதேபோல் n > m அதாவது n < m 


m = n. 


--8-10 வகையளவு ( Dimension ) 


வரையறை : V என்ற வெக்டார் வெளியின் ஆதாரத்தில் ‘n 
வெக்டார்கள் இருந்தால் , V- ன் வகையளவை n எனலாம் . 

குறிப்பு : பூச்சிய வெக்டாரைமட்டும் கொண்டுள்ள வெக்டார் 
வெளிக்கு வகையளவு 0 என்று கொள்ளுவோம் . 


8.10.1 V- ன் வகையளவு ‘n ( > 0 ) என்றால் , கீழ்க்கண்ட 
-வற்றை நிரூபிக்க . 
1. V-யிலுள்ள எந்த (n + 1 ) 

எந்த ( n + 1 ) வெக்டார்களும் ஒருபடி 
சார்புள்ளவை . 

2. V. ன் எந்த ‘ n ஒருபடி சார்பிலா வெக்டார்கள் கணமும் 
V- க்கு ஆதாரமாகும் . 
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3 . n வெக்டார்களுக்குக் குறைந்து V ஐப் பிறப்பாக்கமுடியாது . 

4. V = [ Zy , Z ,, ...... Za ] என்றால் , { Z , Z ,, ...... Zn } என்ற 
கணம் ஒருபடி சார்பிலாதது . மேலும் , அது V- ன் ஆதாரமாகும் . 

1. V- ன் ஓர் ஆதாரம் { X ,, X ,...... X. } என்க . 

V = [ X , , X , ...... Xn ] என்றாகும் . 
எனவே , ( 8.8 ) தேற்றத்தின்படி V- ன் எந்த ( n + 1 ) 
வெக்டார்கள் கணமும் ஒருபடி சார்புள்ளவையே . 

2. { Yr , Y ,, ... --- Yn } என்ற கணம் V- ன் n ஒருபடி சார் 
பிலா வெக்டார்களைக் கொண்டிருக்கட்டும் . இந்தக் கணம் V- ன் 
ஆதாரமில்லையென்றால் 

Y 4 [ Y ,, Y ,, ....... Y . ] என்றபடி V- ல் Y என்ற உறுப்பு இருக்க 
வேண்டும் , 

{ Y ] , Y ,, .... Yn , Y } என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாகும் . ஆனால் , இந்தத் தேற்றத்தின் ( 1 ) பகுதியின்படி 
எந்த ( n + 1 ) வெக்டார்களும் ஒருபடி சார்புள்ளவை . 


{ Y ,, Y ,, ... - Y. } என்பது V. ன் ஓர் ஆதாரமாகும் . 


3. முடிந்தால் , V என்ற வெளி m ( < n ) வெக்டார்களால் 
பிறப்பாக்குவதாகக் கொள்ளுவோம் . 


வெக்டார்கள் கொண்ட எந்தக் கணமும் ( 8.8 ) 
தேற்றத்தின்படி ஒரு ஒருபடி சார்புள்ள கணமாக வேண்டும் . 


ஆனால் V- ன் வகையளவு n என்பதால் , V- ல் n ஒரு படி 
சார்பிலா உறுப்புகள் உண்டு என்பது தெளிவு . 

ஃ V என்ற வெளி n ஐ விடக் குறைந்த அளவுள்ள 
வெக்டார்களால் பிறப்பாக்க முடியாது . 


எனக் 


4. y = [ Z , Z , ...... Za ] என்க . முடிந்தால் { Z ,, Z ,, 
....... Zn } என்ற கணம் - ஒருபடி சார்புள்ளவை 

கொள்க . 
அதாவது இதிலுள்ள n வெக்டார்களில் ஒன்றாவது மற்ற ( n - 1 ) 
வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும் . 

ஃ V என்ற வெளி , ( n - 1 ) வெக்டார்களால் பிறப்பாக்கப் 
படுகிறது . இது முடியாத ஒன்று .. 

{ Z ) , Z ,, ....... Zn } என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாகும் . 
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8.10-2 தேற்றம் : V என்பதை n ( 1 ) என்ற வகையள 
வுள்ள வெக்டார் வெளி என்க . 

{ X } , X ,, ...... X. } ( 1 < / < n ) என்பதை V. ன் ஒரு படி 
சார்பிலாக் கணமாகக் கொள்க . 


அப்போது , X , + 1 , X ; + ? ,.....- X , 

என்ற 

வெக்டார்களைக் 
கண்டுபிடித்து { X ,, X ....... X. , ...... X. } என்ற கணத்தை V- ன் 
ஆதாரமாக்க முடியும் . 

இதை ஆதாரத்தைப் பூர்த்திசெய்தல் ( Completion of basis) 
எனலாம் . 

V < n என்றால் { X 1 , X , X ; } என்ற கணம் y- ன் 
ஆதாரமாக முடியாது : 

[ X1 , X ,, ...... X. ] என்ற உபவெளியில் இல்லாத X + 1 என்ற 
V- ன் உறுப்பை எடுத்துக் கொள்க . 

X ) , X , ...... X ,, X , + 1 } என்பது ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாகும் . 

இப்போதும் / + 1 < n என்றால் இதே முறையில் X +3 என்ற 
வெக்டாரைக் கண்டுபிடிக்க . இப்படியாக , X , + 1 , Xr + 2 , ...... X. 
என்ற வெக்டார் களைக் கண்டுபிடித்தால் , 

{ X ) , X ....... X ,, x , + 1 , ....- X . } என்ற கணம் ஒருபடி சார் 
பிலாக் கணமாகும் . இதில் ‘ n உறுப்புகள் இருப்பதால் , இது V- ன் 
ஓர் ஆதாரமாகும் . 


8.10.3 தேற்றம் : V. ன் வகையளவு n என்க . U என்பது . 
V- ன் உபவெளியாகும் என்றால் U - வின் முடிவுள்ள வகையளவு m 
உண்டு . மேலும் m < n . 

m = n என்று இருந்தா லொழிய U = V என்றாகாது . 
n = 0 என்றால் /-ல் பூச்சிய 

வெக்டார் ஒன்றேதான் 
இருக்கும் . 


m = 0 . 


m = 1 . 


n > 0 என்க . இப்போது U . ல் பூச்சிய வெக்டார் மட்டுமிருந். 
தால் m = 0 , m < n . 

X , என்பதை U - ன் பூச்சியமல்லாத வெக்டாராகக் கொள்க . 


U + [ X ; ] என்றால் , [ X , ] - ல் இல்லாத உறுப்பு X , இருக்கும் , 
Y1 , X , என்ற உறுப்புகள் ஒருபடி சார்பிலாதவையாகும் . 
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U + [ X ,, X , ) என்றால் , [ X , , X . ) - ல் இல்லாத உறுப்பு X ,, 
U- ன் உறுப்பாகும் . மேலும் X ,, X ,, X , என்பவை ஒருபடி 
சார்பிலாதவை . 

ஃ . [ ] = [ X , X , ... X. ] ( - < n ) என்றுதான் இருக்க 
வேண்டும் . ஏனெனின் , n வெக்டார்களுக்கு மேலாக ஒருபடி 
சார்பிலாமல் இருக்கமுடியாது . 


ஃ . r < n . 


U < V என்றால் m < n . 


m = n என்பதால் ? < m என்றாகும் . 


V < U எனலாம் . 


ஃ 


U -- V. 


8.10.4 தேற்றம் 

I- ன் இரு உபவெளிகள் UL , U , என்க . 
1. OU , ; U , U U , என்பவையும் V. ன் உபவெளிகளே . 

2. ( U , + U ; ) - ன் வகையளவு = U1- ன் வகையளவு + U.- ன் 
வகையளவு - ( UL OU, ) - ன் வகையளவு என்றாகும் . 


நிரூபணம் 

1 U , OU , என்ற உபகணத்தை எடுத்துக் கொள்க . 
U , OU , = { X ; X E U. , X EU , } என்க . 
X EU YEU TGOT (1360 
X + Y = U. அதேபோல் X + YEU ,. 
ஃ X + Y EUL OU,. 
மேலும் C X EU . 

c X EU,. 
ஃ c X E UL OU , 

ஃ U. OU , என்பது கூட்டல் , எண்ணி பெருக்கலைப் 
பொறுத்தவரை ஓர் அடைபட்ட கணமாகும் . 

ஃ U , OU . என்பது V- ன் உபவெளியாகும் . 
U , + U , = { X + Y ; X EU , YE U , } 

Z , = X , + Y. X , EUL , Y , EU , 
Z , = X , + Y , X, E UA , Y , E U , 
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ஃ Z + Z , = ( X1 + X , ) + ( Y , + Y , ) 

X , + X , EU, ; Y1 + Y , EU ,. 
... Z , + Z , EUL + U .. 
அதே போல் c Z EU , + U.. 


ஃ U. + U , கூட்டல் , எண்ணி பெருக்கலைப் பொறுத்த , 
வரை ஓர் அடைபட்ட கணமாகும் . 

U + U , என்பது ஓர் உபவெளியாகும் . 
2 , U. OU , என்பது U.- ன் உபவெளியாகும் . 

UOU.- ன் வகையளவு < U- ன் வகையளவு . 
அதே போல் 

UOU.- ன் வகையளவு < Us- ன் வகையளவு . 
ULOU.- ன் வகையளவு = / என்க . 


.. 


U.- ன் வகையளவு = / + S 

U , - ன் வகையளவு r + t என்க . 
{ x ,, x , ... X , } என்பன UL OU .. ன் ஆதாரமாகக் கொள்க . 
இதனுடன் Y ,, Y ,, ... Y , என்ற வெக்டார்களைச் 

வெக்டார்களைச் சேர்த்து 
{ X , X , ... X .; Y , Y , ... Y ; } என்ற + S வெக்டார்களின் கணம் 
U.- ன் ஆதாரமாகக் கொள்ள முடியும் . அதே போல் Z ,, Z ,, ... Zt 
என்ற வெக்டார்களைச் சேர்த்து { X | X , ... X , ; Z , Z , ... Z ; } 
என்ற r + 1 வெக்டார்கள் கணம் U.- ன் ஆதாரமாகக் கொள்ள 
முடியும் . 


எனவே , 


( X , X,, X , Y , , Y , ... Y ,, Z1 , Z ,, Zt ) என்ற 
1 + 9 +1 வெக்டார்களைக் கொண்டு U. + U , கணத்தைப் 
பிறப்பாக்கலாம் . 

a , x , + a , X , + ... + a , x , + b , Y , + ... + bs Y , 
+ c Z ] + c , Z , + ... + c Z = 0 

( A ) 
Z CZ / + c , Z , + ... + c Z , என்றால் ZE U.. 
.. ZZ = -a | x . - a ; X , ar X 

b , Y. 
.. ZEU .. 


..... 


b , Y ] 
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11 


- 


1 , 


Cs 


... d , 


0 , 2 


0 , a2 


எனவே , ZEU . OU ,. ஆதலால் , U , O U .. ன் ஆதாரம் . 
( X , X , ... X ) என்பதன் ஒருபடி சேர்க்கை 7 ஆகும் . 

Z = d , X , + d , X , + ... + d , X .. 
Z = cZ + c , Z , + + ( Zt . 

d , X , + d , X , + .. + d , X , - , 
- ( Z + = 0 ( X , X ,, ... X ,, Z ,, Z ,, ... Z ; ) என்ற கணம் 
U ; - ன் ஆதாரமென்பதால் , இந்தக் கணம் ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாகும் ; 

d , = 0 , d , = 0 , ... d = 0 , ( , - 0 , , = 0 ..... ( t = 0 . 
( A ) - ல் c = 

0 , Ct = 0 என்றால் ( X1 , X , - X , 
Y ,, Y , ... Y , ) என்ற கணம் ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் கணமாகும் . 
ai 0 ...... ar = 

0,5 , 

= 0 , b , = 0 , ...... bs 
* . ( A ) - ல் எல்லாக் குணகங்களும் பூச்சியமாக வேண்டும் . 

{ X , X , ... X. , Y ,, Y , ... Ys , ZI , Z ,, - Z ; } என்ற 
கணம் ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் கணமாகும் . 

இந்தக் கணம் U , + U , என்ற உபவெளியின் ஓர் ஆதார 
மாகும் . 

அதன் வகையளவு r + S + 1 ஆகும் . 
r + $ + t = ( r + s ) + ( r + t ) - r என்பது தெளிவு . 
8.11 ஒற்றுருவு ( Isomorphism ) 

வரையறை : F என்ற களத்தைப் பொறுத்து , I , I என்ப . 
வற்றை வெக்டார் வெளிகளாகக் கொள்க X -- + X என்ற V 
வெளியை V வெளிக்குமேல் செய்யும் ஒன்றுக்கொன்றான 
மாற்றத்தை , ஒற்றுருவு மாற்றமென்றால் கீழ்க்கண்ட கொள்கைகள் 
சரியாக இருக்கவேண்டும் . 

1. X + Y- > X + Y X , YET 
2 , AX --A X 

A E F , X EV 
அதாவது X- + X என்ற ஒன்றுக்கொன்றான மேல்மாற்றம் , 
வெக்டார் கூட்டலையும் , எண்ணி பெருக்கலையும் பாதிக்காமல் 
இருக்கவேண்டும் . 

வரையறை : V. ( F ) என்ற வெக்டார் வெளி என்பது அதன் 
பொதுஉறுப்பு ( ai , a ,, ag ......an ) ( ai E F ) என்ற F களத்திலுள்ள 
n உறுப்புகள் வரிசைப்படுத்தப்பட்டதாக வேண்டும் . 
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( 1 , 2 , 3 ) என்பது - ( F ) . ன் உறுப்பு எனலாம் . 


8.11-1 தேற்றம் : F என்ற களத்தைப் பொறுத்து V என்ற 
வெக்டார் வெளியின் வகையளவு ( 

mO) என்றால் , அது V. ( F ) 
என்ற வெளிக்கு ஒற்றருவாகும் . 

V- ன் ஓர் ஆதாரம் { X , X ,, ...... Xn } என்க .. 
XE V என்றால் . 


X 

al X_ + a , X , + + an Xn 
A = ( ay , a ,, .... an ) என்ற வெக்டாரை எடுத்துக் கொள்க . 

X -- A என்ற மாற்றத்தைக் கவனிக்க . V என்ற வெளியின் 
எந்த உறுப்பும் , { Xx , x ,, ....-- Xn } என்ற ஆதாரத்தைப் 
பொறுத்து ஒரே வழியில் தான் எழுத முடியும் . அப்போது , 
X ,, X ,, ... - X. என்பவற்றின் குணகங்களினால் ஆன வெக்டார் 
( a ,, a ,, ..... an ) ஒரே முறையில் தான் அமையும் . எனவே , இந்த 
மாற்றம் ஒன்றுக்கொன்றான மேல்மாற்றமாகும் . 
மேலும் , 

X = ai X ] + a , X , + ...... + an X , 
Y = b , X , + b , X , + ....... + br Xn 


- 


என்றால் 

X + Y ( a + b ) X 1 + ( a , + bx ) X , + 
( an + bx ) Xn 

X + Y-- ga + bi , a , + b , ...... an + bn } 


= { ay , a ,, ...-- an } + { b ,, b . , ...... b . } 


நம் 


A + B 


அதேபோல் 


A X = Aa , X , + > a , X , + ...... + Aan x . 

( Aay , Aay , ...... Aan ) 
= A ( ay , a ,,....... an ) 


- 


= AA 


ஃ. 


இந்த மாற்றம் ஓர் ஒற்றுருவு மாற்றமாகும் . 
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28.12 Y. ( F ) என்ற வெக்டார் உட்பெருக்கல் ( Inner Product ) 
வரையறை : 

X ( 41 , ay , ........an ) 

Y = ( b ) , h ,, ...... b . ) 
ai , b ; E F ( i = 

( i = 1 , 2 , ..... n ) என்க . 
X , Y என்பவற்றின் உட்பெருக்கல் 

X • Y = a , b , + a , b , + ...... + a , b , என்று வரையறுக்கப் 
படும் . 

எனவே , X , Y என்ற வெக்டார்களின் உட்பெருக்கல் 
எண்ணி கணியமாகும் . 


8.12.1 தேற்றம் 
1. X.Y 

X. Y = Y. X 
2. ( X + Y ) - Z = X • Z + Y • Z 
3. ( ) X ) - Y = X. ( AY ) 

= 1 ( X • Y ) 
4. ( a X , + a , X , + ...... + anxn ) .Y 

= a ( X • Y ) + a , ( X , Y ) + ...... + an ( X , } ) 
என்று நிரூபிக்க . 


1 . 


X Y = ai 

b , + a , b , + ..... + an b .. 
Y. X = by a , + b , a , + 

+ br an . 
X Y = Y.x 


..... 


ஃ X.Y 


Z = ( c1 , c ,, ....... ( n ) 
X + Y = ( a + b | , a , + by ........ , + b . ) என்றாகும் . 
ஃ ( X + Y ) .Z = { ( a , + b ) c , + ( a , + b , ) c , 

+ .... + ( ax + ba ) cn } 


{ ( aley + a , c , + -... + a , cn ) 

+ ( br c + b , c + -... + bn en ) } 
= { a , c , + a , c , + - + anc } 

+ { h , c + b , c , + ...... + ba en } 


X.Z + Y.Z 
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3 : ( AX) .Y 
) 


= ( Aay , Aaz ...... Aan )- (b , b ....... b . ) 
= + 

( 1.ay by + Aa , b , + ...... + Aan ba ) 
= ( a , a ,, ......... ( 154 , Ab ,, ......... bn ) 
= X- (AY ) 


மேலும் , 


...... 


+ an ba ) 


( AX ) • Y = A ( a b + a , b , + 

= A ( X • Y ) 


4 , ( a , X + + as X , + ... .. + an X..Y 


= ( a X ) . Y + ( a , x , ) . Y + ...... + ( 7n X. ) . " 


= a ( X • Y ) + a ( X , .Y ) + 


+ an ( X..Y ) 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 


1. கீழ்க்கண்ட கணங்களில் எவையெல்லாம் வெக்டார் வெளி 
என்று கண்டுபிடி . 


1. a + b v2 + c 03 ( a , b , c ER - விகிதமுறு 

எண்கள் களம் ) என்ற மெய் எண்கள் கணம் . 


2. f ( x + 1 ) = f ( x ) என்றபடி இருக்கும் மெய்சார் பலன் 

களால் ஆன கணம் . 


3. F என்ற களத்தைப் பொறுத்து , பூச்சியத்தை மாதிரி 

உறுப்பாகவும் , 1 ஐ X- ன் குணகமாகவும் கொண்ட 
எல்லாப் பல்லுறுப்புக் கோவைகளான கணம் . 


2. a , b E F ; X என்பது V என்ற வெக்டார் வெளியின் 
பூச்சியமல்லாத உறுப்பு . 


a Y = b X என்றால் a = b என்று நிரூபி . 


3. F என்ற களத்தில் 11 , A ,, என்ற மாறாத உறுப்புகளை 
எடுத்துக் கொள்க . 
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Al x / + 3 x , + A ; xg = 0 என்றுள்ள படியான 
( x , x ,, xs ) என்ற வரிசைப்படுத்தப்பட்ட F- ன் மூன்று 
உறுப்புகளைக் கொண்ட வெக்டார்களால் ஆன கணத்தை , 
V3 ( F) . ன் உபவெளியெனக் காண்பி . 


4. K என்பது மெய் எண்கள் களமென்க . vs ( K ) என்ற 
வெளியின் உபவெளிகள் கீழ்க்கண்டவற்றிலிருந்து கண்டுபிடி . 


1. ( 2 x , 3 x , 4 z ) என்ற உருவிலுள்ள கணம் . 


2. ( x , 3x , x +5 ) என்ற உருவிலுள்ள கணம் . 


3. ( x , 0 , 1 ) என்ற வடிவிலுள்ள கணம் . 


4. ( x - 2y , x + 4z , x + y + z ) என்ற 


உருவிலுள்ள 


கணம் . 


5. கீழ்க்கண்ட Vs ( K ) என்ற வெளியின் வெக்டார்கள் 
ஒருபடி சார்புள்ளவையா ? சார்பில்லாதவையா ? 
கண்டுபிடி . 


என்று 


1. ( 1 , -2 , -1 ) ; ( -3 , -1 , 2 ) 


2. ( 1 , 1 , 1 ) 


; ( 2,0 , 1 ) ; ( 0 , 2 , 

3 ) 


3. ( 1 , 1 , 1 ) 


; ( 1 , 2 , 3 ) ; ( 0 , 1 , 0 ) 


4. ( 1 , 0 , -1 ) ; ( 2 , 1 , 3 ) ; ( --1 , 0 , 0 ) ; ( 1 , 0 , 1 ) 


6 . வெக்டார் வெளியின் 

வெக்டார்களைக்கொண்ட 
கணம் ஒருபடி சார்புள்ள கணமாக வேண்டுமானால் , ஒரு வெக்டார் 
மற்றதன் எண்ணி மடங்காக வேண்டுமென நிரூபி . 


X , X , என்பவை 


7 , F என்ற களத்தைப் பொறுத்து , 
வெக்டார் வெளிகளாகக் கொள்க . 


a , b E F. 


{ X | , X ,, A1 X / + > , X , } என்ற கணம் ஓர் ஒரு 
படி சார்புள்ள கணமெனக் காண்பி . 
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8. M என்ற வெக்டார் வெளியின் பிறப்பாக்கிகள் X , X , ... 
Xx என்க . Y , Y ,, Y , என்பவை M- ன் உறுப்புகளாகும் . 
X. , X , ..... X , Y ,, Y ,, ...... Y , என்பவை M- ன் பிறப்பாக்கிகள் 
எனக் காண்பி . 


13 


9 . 

Y. } என்ற கணம் வெக்டார்களால் 
ஆன ஒருபடி சார்புள்ள கணமெனின் , இதிலுள்ள ஏதாவது ஒரு 
வெக்டார் மற்றவற்றின் ஒருபடி 

சேர்க்கையாக வேண்டுமென 
நிரூபி . 


10 . { X , , X ,, - X. } என்பது ஒருபடி சார்பிலாக் கணமா 
கவும் { X ,, x ,, ...... Xn , Y } என்பது ஒரு சார்புள்ள கணமாகவும் 
இருந்தால் , X என்பது 

X 4 , X ,, ...... 

X. என்பதன் ஒருபடி 
சேர்க்கையெனக் காண்பி . 


11. [ X ) , x ,, X. ] = [ Y ] , Y ,, ... Ym ] n + m என்றால் 
மேற்கண்ட வெளிகளில் ஏதாவது ஒரு கணமாவது ஒருபடி சார் 
புள்ள கணமாக இருக்கவேண்டுமென நிரூபி . 


என்ற 


12. ( 0 , 0 ) ; ( c, a ) என்ற வெக்டார்கள் V. ( F ) 
வெளியின் ஓர் ஆதாரமென்றால் a d = bc என்று காண்பி . 


13 ; இரண்டு வெக்டார் வெளிகளும் ஒரே வகையளவு 
கொண்டிருந்தால் , அவை ஒற்றுருவு உள்ளவை எனக் காண்பி . 


14. V. ( F ) - ன் உபவெளி ( 2 , -1-0 , 1 ) ; ( 6 , 1 , 4 ,-5) 
( 4 , 1 , 3 , -4 ) 

வெக்டார்களால் பிறப்பாக்கப்படுகிறது . 
அதன் ஓர் ஆதாரத்தைக் கண்டுபிடி . 


என்ற 


15. ( 2 , - 3 , 1 } ; ( 0 , 1 , 2 ) ; { 1 , 1 , 2 ) என்ற வெக்டார்கள் 
ஆன கணம் Vs ( F ) என்ற வெளியின் ஓர் ஆதாரமென நிரூபி . 
மேலும் ( d , B , Y ) என்ற உறுப்பை இந்த ஆதாரத்தைக்கொண்டு 
எழுதும்போது அதன் குணகங்களால் கிடைக்கும் வெக்டாரைக் 
கண்டுபிடி . 


உடைய 


16. ( 1 , --1 , 0 ) ; ( 2 , 1 , 3 ) என்ற உறுப்புகளை 
V3 ( K என்ற வெளியின் ஓர் ஆதாரத்தைக் கண்டுபிடி . 


17 , [ [ 1,2,1,0 ) ; ( - 1 , 1 , - 4,3 ) ; ( 2,3,3 , - 1 ) , (0 , 1 , -1,1 ) ] 
என்ற V4 ( K ) - ன் உபவெளியின் வனகயளவைக் கண்டுபிடி . 


வெக்டார் வெளிகள் 
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18. V. ( K ) என்ற வெளியின் உபவெளிகள் 


U = [ ( 1 , 2 , -1 , 0 ) ; ( 2,0 , 1 , 1 )] 
U , [ ( 0 , 0 , 0 , 1 ) ; ( 1 , 0 , 1 , 0 ) ; ( 0 , 4 , -3, 1 ) ] 

ஆகும் . 


- 


U ,, U , என்பவற்றின் வகையளவுகளைக் கண்டுபிடிக்க , 
மேலும் 

( U , 00 , ) ; ( U. + U , ) என்பவற்றின் 
யளவுகளையும் கண்டுபிடி , 


வகை 


19 . Y என்பது V. ( F ) - ன் ஒரு மாறாத உறுப்பாகக் கொள்க . 
X.y = 0 என்ற வடிவிலுள்ள V. ( F ) - ன் எல்லா வெக்டார்களும் 
சேர்ந்த கணம் V. ( F ) - ன் உபவெளியெனக் காண்பி . 


9. அணி 


( MATRIX ) 


அணியின் இயற்கணிதம் முதன் முதலாக கேயிலி ( Cayley ) 
என்ற கணித மேதையால் , 1857 ஆம் ஆண்டு முறையாகத் 
தொகுக்கப்பட்டது . இந்த இயற்கணிதத்திற்கு அணி ( Matrix ) 
என்று பெயரிட்ட பெருமை சில்வெஸ்டர் ( Sylvester ) என்பவரையே 
சாரும் . சென்ற நூற்றாண்டின் பிற்பகுதியில் தான் இந்தக் 
கணிதத்திற்குரிய முக்கியமான முடிவுகள் கண்டுபிடிக்கப்பட்டன . 
9.1 தொடக்க இயற்கணிதம் 

சில சமயங்களில் புதுவகையான எண்ணங்களை உருவாக்கி , 
அதற்கான செய்ம்முறைகளை வரையறுக்க வேண்டிய நிர்ப்பந்தம் 
கணித ஆசிரியர்களுக்கு ஏற்படுவதுண்டு. அப்போது இயற்கணித 
முறையில் வழக்கமாக உபயோகிக்கப்படும் செய்ம்முறைகளை 
மனத்திற் கொண்டு , அவற்றை யொட்டியே புதிய கணிதத்திற்குச் 
செய்ம் முறைகளை அமைப்பது இயற்கை . ஆதலின் , இயற்கணி 
தத்திற்குரிய விதிகளைச் சற்று ஆராய்வோம் . இக் கணிதம் மெய் 
எண்கள் , 

சிக்கல் எண்கள் என்பவைகளுக் கிடையேயுள்ள 
செயல்முறைகளை விரிவாகக் கூறும் . 
a , b 

எண்களை 

எடுத்துக்கொண்டால் , 
அவை சமமாகவோ ( a அசமமாகவோ ( a + b ) தான் 
இருக்க முடியும் . 

எண் இயற்கணிதத்தில் அடிப்படையான செயல்முறைகள் 
கூட்டலும் பெருக்கலும்தான் . a , b எண்களைக் கூட்டும் போது 
ஏற்படும் கூட்டுத்தொகையை a + b என்று குறிக்கிறோம் . அதே 
மாதிரி , பெருக்கும் போது ஏற்படும் பெருக்குத்தொகையை 4 - b 
அல்லது ab என்று குறிக்கலாம் , கூட்டலும் பெருக்கலும் பரிமாற்று 
விதிகளுக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும் . 


என்று 


- 


b ) 


அணி 
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அதாவது , 

a + b = b + a 


ab 


- 


ba 


மேலும் , கூட்டலும் பெருக்கலும் சேர்ப்பு விதியைச் சார்ந் 
திருக்கும் . 

a + ( b + c ) ( a + b ) + C 


a ( bc ) = ( ab ) d 
எனவே , இருபொருள் படுமெனப் பயமில்லாமல் அடைப்பு 
களை நீக்கி a + b + c என்று எழுதலாம் . அதே மாதிரி ahc என்றும் 
எழுதலாம் . கூட்டலும் பெருக்கலும் பரவு விதியைச் சாரும் . 


a ( b + c ) 

ab + ac 
எண் முறையில் , 1 ( ஒருமை )-ம் ) ( பூச்சியம் ) -ம் முக்கியமான 
சில தன்மைகளையுடையன . அதாவது a என்ற எந்த எண்ணை 
எடுத்துக்கொண்டாலும் 


a +0 


. 


- 


a , ) 


0 , 1 


- 


a 


மேலும் , ab = 0 என்றால் , a , b இவற்றுள் ஏதாவதொன்றாவது 
0 - க்குச் சமமாக வேண்டும் . 

இதை வகுமுறை விதி ( Division Law ) எனலாம் . இதையே , 
மெய் (சிக்கல் ) எண்கள் கணிதத்தில் பூச்சியத்திற்கு வகுக்கு 
மெண்கள் இல்லையெனக் கூறலாம் . இதிலிருந்து நீக்கு விதியை 
{ Cancellation Law ) நிர்ணயிக்கலாம் . அதாவது , 

ax = by என்றும் a + 0 என்றுமிருந்தால் x = y ஆகும் . 

a + x = b என்ற சமன்பாட்டில் X- க்கு ஒரே ஒரு தீர்வுதான் 
உண்டு. அதை X 

: / எனலாம் . குறிப்பாக 0 

a ஐ 
எனலாம் . b - a ஐ b- க்கும் a- க்குமுள்ள வித்தியாசமெனக் குறிப் 
பிடலாம் . இதையே கழித்தல் விதியென அறிவோம் . 

கழித்தலில் இயற்கணித விதிகளில் சில : 
a - a = 0 , ( -- 1 ) a = - a , a ( - b ) = - ab, 
a ( b - c ) = ab - ac . 

a + 0 என்றால் , ax = 1 என்பதில் X- க்கு ஒரே ஒரு தீர்வுதான் 
உண்டு. அதை x = அல்லது a - 1 எனக் குறிக்கலாம் . 


- 


a 


a 


A 


நவ இயற்கணிதம் 
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a - 1 என்ற எண்ணை a . ன் தலைகீழ் எண் எனக் கூறலாம் . அதே . 
போல் a + 0 என்றால் ax = b என்பது A- க்கு b / a அல்லது a - 1b 

b 
என்ற ஒரே ஒரு தீர்வையே கொடுக்கும் . என்ற எண்ணை h ஐ 


a ஆல் வகுக்கும்போது ஏற்படும் ஈவு எனக் கூறலாம் . இந்த ஈவு , 
முறைக்குரிய விதிகளைப் பார்ப்போம் . 


ac 


a 
b 


C 
d ) 


[ b + 0 , d = 0 ] 


. 


od 


ad 


a 
b 


[ b + 0 , c + 0 , d # 0 ] 


d 


ac 


a 


* 


+ 


ad + bc 

bd 


[ b # 0.d + 0 ] 


d 


r என்பது ஒரு மெய் எண்ணானால் , 
a , as a • a ......... a ( r காரணிகள் ) என்பதைக் குறிக்கும் . 

a + 0 என்றும் , / குறையெண்ணாகவும் இருந்தால் a என்பது 
( a ) . என்பதைக் குறிக்கும் . ஒவ்வொரு g . க்கும் , a = 1 
என்றாகும் . 
a + 0 என்றால் a . as = al + s 

( a ) s = as 
இம் முறைகளையும் விதிகளையும் மனத்தில் கொண்டு , நாம் 
அணியின் வரையறையைக் கூறலாம் . 
9 • 2 அணியின் வரையறை 

1 : F 

களத்தைப் 
பொறுத்த m x n என்ற அணியாவது , m நிரைகளும் , n நிரல்களும் 
கொண்ட ஒரு நீண்ட சதுர வரிசையாகும் . 

குறிப்பு : அணி என்பது வரிசையின் அமைப்பையே குறிப் 
பதால் , அணிக்கு மதிப்புக் கிடையாது என்பது குறிப்பிடத்தக்கது . 


என்ற 


all 


ay 2 


din 


d21 


dz2 


... 


aan 


= 


... 


... 


... 


... 


am 


am2 


amn 
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ama 


எனக் குறிக்கலாம் . 

d11 ala , ...... என்ற 

எண்களை 
அணியின் உறுப்புகள் எனலாம் . ‘i . த்து நிரை , j - த்து நிரல் 
இவற்றில் அமையும் உறுப்பை ன என்று கூறும் போது , 

அணி A = ( ay ) எனக் குறிக்கலாம் . 

வரையறை 2 : சதுர அணி ( Square Matrix ) : !! x n வகை 
அணியை n வரிசை சதுர அணி எனலாம் . 


சதுர அணி 


ai1 


d , a 


a 


d21 


a22 


... 


... 


aga 


... 


... 


. 


-- 


•+ 


.. 


... 


... 


dni 


ana 


ann 


3 : 3 ) a > 2 , .. ... ann என்பவை 

ஒரு 

மூலைவிட்டத்தை 
உண்டாக்கும் . அந்த எண்களை 

மூலைவிட்ட உறுப்புகள் 
எனலாம் . 
வரையறை 3 : 

பூச்சிய அணி ( Zero Matrix ) : எல்லா 
உறுப்புகளும் பூச்சியமாகக் கொண்ட 111 < !! அணி , பூச்சிய அணி 


யாகும் . அதை 0 அல்லது சுருக்கமாக 0 என்று குறிக்கலாம் . 


வரையறை 4 : அணி அலகு ( Unit Matrix ) : மூலைவிட்ட 
உறுப்புகள் ஒன்றாகவும் மற்ற உறுப்புகள் பூச்சியமாகவும்கொண்ட 
n வரிசை சதுர அணியே அணி அலகாகும் . இதை In அல்லது 
சுருக்கமாக 1 எனலாம் . 


1 


0 


0 


0 1 


..... 0 


...... 


0 0 1 


0 


1 . 


( 8 ) 


= 


.......... 


0 0 0 


1 


இங்கு 1 = J என்றால் 8 = 1 

i + j என்றால் 8 = 0 என்றாகும் , 
di ) ஐக் கிராநாக்கர் டெல்டா ( Kronecker delta ) எனலாம் . 
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வரையறை -5 : மூலை விட்ட 

2160f ( Diagonal Matrix ) : 
மூலைவிட்டத்தைத் தவிர்த்து மற்ற இடங்களிலுள்ள உறுப்புகளைப் 
பூச்சியமாகக்கொண்ட அணியை , மூலைவிட்ட அணி எனலாம் . 
மூலை விட்ட அணி ஒரு சதுர அணியாகும் . 


a11 


0 


0 


ass 


0 


. 


A = 


0 0 


das - 


0 


0 


ana 


dg ( ay1 , a , 2 , ... 


, ann ) 


வரையறை 6 : எண் அணி ( Scalar Matrix ) : மூலைவிட்ட 
அணியில் மூலைவிட்ட உறுப்புகள் சமமாகவுள்ள அணியை எண் 
அணி யெனலாம் . 


d 0 


... 


0 d 


0 


-- 


0 


0 L . 


... 


0 


* 


.. 


-- 


! 


.. 


... 


... 


*.. 


... 


0 


0 0 


ou 


dg ( d , s , 


குறிப்பாக , அலகு அணியும் , சதுர பூச்சிய அணியும் எண் 
அணிக்கு உதாரணங்களாகும் . 


வரையறை 7 : முக்கோண அணி ( Triangular Matrix ) : 
மூலைவிட்டத்திற்கு மேலேயுள்ள உறுப்புகள் பூச்சியமாகும்போது , 
அந்த அணியைக் கீழ் முக்கோண அணி ( Lower triangular matrix ) 


அணி 
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எனலாம் . அதேபோல் மூலைவிட்டத்திற்குக் கீழேயுள்ள உறுப்புகள் 
பூச்சியமாகும் போது , மேல் முக்கோண அணி ( Upper triangular 
matrix ) உருவாகிறது . இந்த இரு அணிகளும் சதுர அணிகள் 
என்பது நோக்கத்தக்கது . ஓர் அணி , கீழ் முக்கோண 
அணியாகவும் மேல் முக்கோண அணியாகவும் ஒரே நேரத்தில் 
அமையும்போது , அந்த அணி ஒரு மூலைவிட்ட அணியாகும் . 


வரையறை 8 : இடமாற்ற 91500f! ( Transpose Matrix ) : 
A என்ற அணியின் இடமாற்ற அணியை AT என்று குறிக்கலாம் . 
A என்ற அணியின் நிரைகளையும் , நிரல்களையும் மாற்றும்போது 
உண்டாகும் அணியே AT ஆகும் . A என்பது H X 11 அணியானால் , 
AT என்பது n xm அணியாகும் . 


A = ( a / j ) என்றும் AT = ( bjj ) என்றும் கொண்டால் 


A = aj ; ( i = 1 , 2 .......n ; j = 1 , 2 ...... m ) ஆகும் . 


all 


ay2 


.. 


գլո 


uz1 


a 2 


aan 


.0 . 


05 


என்றால் 


.. 


." 


... 


... 


am1 


am2 


amn 


asi 


al21 


... 


ains 


AT 


( 12 


d 2 


am2 


ஆகும் . 


... 


- 


".. 


: 


-.. 


-- 


..... 


... 


din 


dan 


Omn 


எனவே ( AT ) = A ஆகும் . ஒரு மேல் முக்கோண அணியின் 
இடமாற்றம் , ஒரு கீழ் முக்கோண அணியை உண்டாக்கும் . அதே 
போல , ஒரு கீழ் முக்கோண அணியின் இடமாற்றம் ஒரு மேல் 
முக்கோண அணியாகும் . 
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வரையறை 9 : நிரல் அணி ( Columa Matrix ) : ஒரு nx 1 
அணியை ஒரு நிரல் அணியெனலாம் . 


X , 


... 


எனக் கொள்ளலாம் . 


Xn 


அதே போல் ஒரு நிரை அணியானது ( Row Matrix ) ஒரு 1xm 
அணியாகும் . அதாவது [ x ] x , ... xm ] என்றாகும் . 


குறிப்பு 1 : இந்த நிரல் , நிரை அணிகளை வெக்டார்களாகக் 
கருதி , அவற்றை முறையே நிரல் வெக்டார் , நிரை வெக்டார் 
எனக் கூறலாம் . எனவே , வெக்டாரின் பொதுத் தன்மையே 
அணியாகும் . 


| 


என்றால் XT = [ x ] x , 


... 


... 


Xn 


அதாவது ஒரு நிரல் அணியின் இடமாற்றம் நிரை அணியாகவும் , 
ஒரு நிரை அணியின் இடமாற்றம் நிரல் அணியாகவும் ஆகிறது . 

வரையறை 10 : ஓர் அணியின் இணை ( Conjugate Matrix ) : 
கொடுக்கப்பட்ட அணி 4 - ல் உள்ள உறுப்புகளை அதன் இணைச் 
சிக்கலெண்களால் மாற்றி அமைக்கும்போது ஏற்படும் அணியை 
அணியின் இணையெனலாம் . அதை A எனக் குறிக்கலாம் . 

வரையறை 11 : சீர் அணி ( Symmetric Matrix ) : ஒரு சதுர 
அணி A = ( ai ) -ல் a ; = a ; என்றால் , A சீர் அணியாகும் . 


அணி 
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குறிப்பு 2 : சீர் அணி அதன் இடமாற்ற அணிக்குச் சமமாகும் . 
அதாவது AT = A ஆகும் . 

வரையறை 12 : எதிர்ச் சீர் அணி (Skew Symmetric Matrix ) : 
ஒரு சதுர அணி A = ( a ; ) -ல் a ; = - a ; என்றால் , அந்த அணி ஓர் 
எதிர்ச் சீர் அணியாகும் . 

குறிப்பு 3 : a ; j = - a ; j ஆகும் . எனவே , ai = 0 ஆதலின் , 
எதிர்ச் சீர் அணியில் , மூலைவிட்ட உறுப்புகள் பூச்சியங்களாகும் . 
9.3 அணி இயற்கணிதம் 

இக் கணிதத்தில் , கீழ்க்கண்ட செய்கைகளைப்பற்றி விரிவாகக் 
கவனிப்போம் : 

1 . அலகால் பெருக்கல் 
2. அணிகளின் கூட்டல் 

3. அணிகளின் பெருக்கல் 
வரையறை 13 : அலகால் பெருக்கல் : ஒரு m x n அணி 
A ஐ c என்ற அலகால் பெருக்கினால் , A- ன் ஒவ்வோர் 
உறுப்பையும் ஆல் பெருக்க வேண்டும் . அப்படிக் கிடைக்கும் 
அணியை A அல்லது A எனலாம் . 

A = ( 01 ) 6T68T ( 360 LA = Ad = ( a aj ) என்றாகும் . 


all 


a19 


e. 


an 


a21 


a22 


... 


-0 . 


. 


என்றால் 


dgn 


A = 
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... 


... 


... 


40 . 


.00 
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... 


... 
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... 


al 


am2 


.. 


amn 


la | 1 


dal2 


*.. 


.. 


Lain 


A = Ad = 


d as 


day2 


- 


daen 


- 


1 


... 


- 


-- 


t . 


.... 


... 


... 


dam1 


da, 


... 


I amn 


என்றாகும் . 
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குறிப்பு 4 : TA | என்ற ஓர் அணிக்கோவையை எடுத்துக் 
கொண்டால் , • | A | என்ற அணிக்கோவையானது | A | அணிக் 
கோவையிலுள்ள ஏதாவதொரு நிரல் உறுப்புகள் அல்லது நிரை 
உறுப்புகள் இவை தமை ஆல் பெருக்கும்போது உண்டாவதாகும் : 
இந்த ஒரு பண்பு , | A | அணிக்கோவைக்கும் A அணிக்கும் உள்ள 
ஒரு முக்கியமான வித்தியாசமாகும் . மேற்கண்ட வரையறையைக் 
கொண்டு , கீழ்க்கண்ட விளைவுகளைக் காணலாம் . 


1. A = A 


( -1 ) . A = ( -1 ) ( a ; } ) = ( -a ;; ) 

0. A = 0 
d - 0 = 0 
( dB ) A = d ( BA ) 

dI = dg ( d , d , ... , 2 ) 
குறிப்பு 5 : ஓர் அணி அலகை 3 என்ற அலகால் பெருக்கும் 
போது , ஓர் எண் அணி உருவாகிறது 

வரையறை 14 : அணிகளின் கூட்டல் : ஒரே வகையான , 
அதாவது m x n வகையான இரு அணிகள் A , B இருந்தால் , 
அவைகளின் 

கூட்டுத் தொகையை A + B என்ற அணியால் 
குறிப்பிடலாம் . 


( A + B );j = ( A ) ;/ + ( B ); 


[ = 1 ,2 ) 


1 , 2- ... m 
1 , 2 ......n 


அல்லது 


= 


A = ( a ; j) , B = ( b ; j ) என்றால் 

A + B ( a ; j + b; j ) ஆகும் . 
குறிப்பு 1 : கூட்டுத்தொகைக்கு எடுத்துக்கொள்ளும் அணி 
களுக்கு நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் நிரைகளின் எண்ணிக்கையும் 
ஒரே மாதிரி இருக்க வேண்டும் . மாறுபட்டிருந்தால் A அணியையும் 
B அணியையும் கூட்ட முடியாது . 

தேற்றம் 1 : அணிகளின் கூட்டல் , மாற்று விதி , சேர்ப்பு விதி , 
இவற்றுக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும் . 

அதாவது A + B = B + A 
A + ( B + C ) = ( A + B ) + C 
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மேலும் , அணிகளின் கூட்டலும் , அலகால் பெருக்கலும் பரவு 
விதிக்கு உட்பட்டிருக்கும் : அதாவது 

( A + B ) = LA + 2B 

( a + B ) A = dA + BA 
A = ( aij ) என்றும் B = ( bij ) என்றும் கொண்டால் , வரையறை : 
யிலிருந்து 

A + B = ( aij + bij ) 

B + A = ( bij + aij ) 
aij . bij. F என்ற களத்திலுள்ள உறுப்புகள் ஆதலால் 

atj + bij = bij + aij ஆகும் . 
T 607 COU A + B = B + A 
அதேபோல் [ A + ( B + C ) = [ aij + ( bij + c ; ) ] 

[ ( aij + bij ) + cij ] 

= [ [ A + B ) + C ] j 
FA { A + B ) ] ij d ( aij + bj ) 

= ( uaij + dbi ) 

= [ J4 + { B ] ij 
[ [ d + B ) A ] j = [ ( u + B ) aij ] 

( Jaij + Baij ) 

= < A + BAI 
வரையறை 15 : அணிகளின் கழித்தல் : ஒரே வகையான இரு . 
அணிகள் A , B ஐ எடுத்துக் கொண்டால் A + X = B என்ற 
சமன்பாட்டிற்கு ஒரே ஒரு தீர்வுதான் உண்டு. 

அதாவது 
X = B -- A ஆகும் . A = ( aij ) , B = ( bij } என்றால் 
( bij - ajj ) ஆகும் . 

எனவே 0 - A = A என எழுதலாம் . 
A --A = 0 ; ( - 1 ) A = - A ; - ( -- A ) = A 
d ( A - B ) = A - B , ( u - B ) A = < A - BA 
என்பவை சர்வ சமங்களாகும் . 

வரையறை 16 : அணிகளின் பெருக்கல் : A 
அணி m * p வகையாகவும் , B என்ற அணி p x 2 வகையாகவும் 
இருந்தால் , AX- B ஐ வரையறுக்க முடியும் . 


என்ற . 
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A B அணி mx 1 வகையாகும் , 
A x B = C = ( cij ) என்ற அணியானால் 


aik bai 
k = 1 

= a / l bj + as b , j x ...... aip baj 
அதாவது A அணியின் ‘ -த்து நிரையிலும் B அணியின் j . த்து 
நிரலிலும் உள்ள ஒத்த உறுப்புகளைப் பெருக்கிக் கூட்டும்போது 
ஏற்படும் கூட்டுத்தொகை A x B அணியின் ‘ ij - த்து உறுப்பாகும் , 

குறிப்பு 7 : ( 1 ) AX B அணியை வரையறுக்க வேண்டுமானால் , 
A அணியின் நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் , B அணியின் நிரைகளின் 
எண்ணிக்கையும் சமமாக இருக்க வேண்டும் 

2 . AX B என்ற அணியின் நிரைகளின் எண்ணிக்கை 
A அணியின் நிரைகளின் எண்ணிக்கைக்குச் சமமாகவும் , A X B- ன் 
நிரல்களின் எண்ணிக்கை B 

அணியின் நிரல்களின் 
எண்ணிக்கைக்குச் சமமாகவும் அமையும் . 

3. A- ன் நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் B- ன் நிரைகளின் 
எண்ணிக்கையும் சமமாக இல்லையென்றால் A X B ஐ வரையறுக்க 
முடியாது . 

4. AX B. ம் B X A- ம் தனித் தன்மைகள் பொருந்தியன . சில 
சமயங்களில் A X B அணிக்கு வரையறை உண்டு . ஆனால் B X A 
அணிக்கு வரையறை இருக்கவேண்டிய அவசியமில்லை . A x B 
அணியும் , B X A அணியும் ஒரே சமயத்தில் வரையறுக்கப்பட 
வேண்டுமானால் , A அணி m x n வகையாகவும் B அணி n x m 
வகையாகவும் இருக்கவேண்டும் . ஆனால் A x B அணி m x m 
வகையாகவும் , B X A அணி n xn வகையாகவும்தான் அமையும் . 
ஆகவே A X B அணியையும் B X A அணியையும் ஒத்துப் 
பார்க்கக் கூட முடியாது . A , B என்ற இரு அணிகளும் n வரிசை 
சதுர அணிகளானால் , A x B , B X A அணிகளும் n வரிசை சதுர 
அணிகளாகும் . அப்படியும் அவை சமமாக இருக்கவேண்டும் 
என்பதில்லை . உதாரணமாக 
1 

2 3 
2 3 

3 4 
கொண்டால் , 


4- [ ! :) 


B = 


11 


AX B = 


18 


[ 1 ] 
[ ] 


8 


13 


B X A = 


11 


18 
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67 sorCU AXB + BX A. 


ஆதலின் அணிகளின் பெருக்கல் மாற்று விதிக்கு உட்படாது . 


வரையறை 17 : AX B என்ற 

A X B என்ற அணிகளின் பெருக்கலில் , 
A அணி B அணியை முன் பெருக்குவதாகவும் ( Premultiplication ) 
அதே சமயத்தில் B அணி A அணியைப் பின் பெருக்குவதாகவும் 
( Post multiplication ) கொள்ளலாம் . 


தேற்றம் 2 : அணிகளின் பெருக்கல் சார்புவிதிக்கு உட்பட் 
டிருக்கும் . அதாவது , 

A ( BC ) = ( AB) C 
[ A ( BC ) , ( AB ) C என்ற அணிகளை வரையறுக்க வேண்டின் 
A , B , C அணிகள் முறையே mxp , pxq , qxா வகைகளில் அமைய 
வேண்டும் ] 

BC அணி pxn வகையாகும் . எனவே A ( BC) அணி nx n 
வகையாகும் . அதேபோல் ( AB ) அணி mx 4 வகையாகும் . 
எனவே ( AB ) C அணி m x n வகையாகும் . ஆகவே A ( BC ) 
அணியும் , ( AB ) C அணியும் ஒரே வகையைச் சேர்ந்தவை . 


A = (a ( = 

( ay ) ; B = ( bi} ) ; C = ( cij ) என்றும் எடுத்தும் கொள் 
வோம் . 


BC = { d;y ) என்றால் 


d ;} 


- 


Eik Cki 


> 
k = 1 


அதேபோல் 

A ( BC ) = ( e ; j ) என்றால் 


2 a di 


4 


bik ( k 


1 = 1 


11 


bricki 


10 
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அதேபோல் 

( AB ) = ( fi ) என்றால் 
[ ( AB ) C ] = ( ! ; ) என்றும் கொண்டால் 


fii 


p 
Σ 
= 1 


a ; bai 


MAS 


Sij 


fik Eki 


k = 1 


பு 


Ckj 


d ; bik 


> 
k = 1 


= 1 


- 


4 

Σ 
k = 1 


1Is 


( kj a; / tik 


. 


p 4 

Σ Σ 
1 = 1 k = 1 


a bik Ck 


எனவே ejj = gi ; [ எல்லா 1, j-க்களுக்கும் ) 

A ( BC) = ( AB) C. 
குறிப்பு 8 : A ( BC ) = ( AB) C என்பதால் , இரு பொருள் 
படாமல் ABC என்று அடைப்புகளில்லாமல் எழுதலாம் . சார்பு 
விதியை மூன்றுக்கு மேற்பட்ட எத்தனை காரணிகளுக்கும் 
விஸ்தரிக்கலாம் . அதாவது 

( AB ) ( CD ) = A ( BC ) D = ( ABC ) D = A ( BCD ) எனலாம் . 
இதையே ABCD என்றும் எழுதலாம் . 


- 


தேற்றம் 3 : சர்வ சமன்பாட்டின் இரு பக்கங்களும் வரையறுக் 
கப்பட்டால் , அணிப்பெருக்கல் பரவு விதியைச் சாரும் . 

A ( BTC ) = AB + AC 

( B + C ) AT BA + CA 
இந்த 

சர்வ சமன்பாட்டில் முதல் சமன்பாட்டை 
நிரூபிக்கலாம் . 

A , B , C என்ற அணிகள் முறையே pxg , rxs , txn வகை 
களானால் , B ஐயும் C ஐயும் கூட்டவேண்டுமானால் 

அவை 
யிரண்டும் ஒரே வகையாக இருக்கவேண்டும் . அதாவது r = t , s = n 
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என்றாகும் . மேலும் ( B - C ) ஐ A அணி முன் பெருக்குவதானால் 
q = r = [ ஆகும் . A ( B + C ) அணி px n வகையைச் சாரும் . அதே 
போல் AB அணியை வரையறுக்க வேண்டின் q = / என்றும் AC 
அணியை வரையறுக்க வேண்டின் q = t என்றும் இருக்கவேண்டும் . 
அதாவது 4 = 1 = 1 ஆகும் , மேலும் AB- ம் AC- ம் முறையே pxs , 
pxn வகைகளாகும் . AB ஐயும் AC ஐயும் கூட்டவேண்டுமானால் 
s = n ஆக இருக்கவேண்டும் . எனவே இருபக்கங்களை வரையறுக்க 
வேண்டின் , ( = / - என்றும் . s = // என்றும் இருக்கும் . மேலும் 
இருபக்க அணிகளும் pxn என்ற வகையைச் சாரும் . 

A = ( aj ) ; B = ( b ! } ) ; C = ( cy ) என்று கொள்ளுவோம் . 


4 


[ [ A ( B + C ) 


ak ( B + C } kj 


k = 1 


MA 


aik ( bkj + ckj ) 


k 


1 


4 


-- 


aik bkj + 


4 
Σ 
k = 1 


alk Ckj 


k = 1 


க 


= [ AB + AC ] ) 
எனவே A { B + C ) AB - AC ஆகும் . 
இந்த விதியை விஸ்தரித்து 

( A + B ) ( C + D ) = AC + AD + BC + BD என்று கொள்ளலாம் : 

குறிப்பு 9 : இந்தப் பரவுவிதியில் முக்கியமாகக் கவனிக்க 
வேண்டிய தென்னவெனில் , அணிகளின் பெருக்கு மாற்றுவிதிக்குட் 
படாதிருப்பதால் A ( B + C ) ஐ AB + AC என்றே கொள்ள 
வேண்டும் . மறந்தும் BA + CA என்று கொள்ளலாகாது . 
வரையறை 18 : A என்பது n வரிசை சதுர அணியானல் 

A ° = In மேலும் 
Ar = Ar - 1 A ( r > 1 ) 


எனவே 


A = A.A 


3 


= A.A.A எனலாம் . 


A AS = Ar + S என்றும் 
( A ) = Ars என்றும் கொள்ளலாம் . 
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குறிப்பு 10 : பூச்சிய அணியும் , அலகு 

அணியும் , அலகு அணியும் இந்த 
இயற்கணிதத்தில் ஒரு முக்கிய இடத்தை வகிக்கின்றன . 

A என்ற அணி mxn வகையைச் சார்ந்தால் , 


A + 0 " 


= A 


4.0 





- 


0 " A = 0 


| 


என்பவை தெளிவாகத் தெரிகின்றன . 


n 


[ A ! n ] ij 


aik dkj [ bkj = 0 k + j என்றால் 

8kj = 1 k = j என்றால் ) 


K = 1 


= dij 


- 


எனவே 


[ A ] ij 
AI = A ஆகும் . 

Im A = A ஆகும் . 
இதிலிருந்து , அணி இயற்கணிதத்தில் , பூச்சிய அணியும் 
அணி அலகும் தொடக்க இயற்கணிதத்தில் 0.ம் , 1.ம் வகிக்கு . 
மிடங்களை வகிக்கின்றனவென்பது புலனாகிறது . 

குறிப்பு 11 : | A ) என்பது atj [ i = 1 , 2 ... n ; j = 1 , 2 ... n ] 
உறுப்புகளையுடைய அணிக்கோவையைக் ( Determinant ) குறிக்கும் . 

| A | = 0 அல்லது | AT + 0 என்பதைப் 
A அணியைச் சிறப்பு அணி ( Singular Matrix ) என்றும் 
சிறப்பிலா அணி (Non Singular Matrix ) என்றும் கூறலாம் , 
தேற்றம் 4 : 

| AB | = | A | * | B | = | SA | 
A = ( aij ) ; B = ( bij ) AB = ( cij ) என்று எடுத்துக் கொண்டால் 


பொறுத்து , 


n 


alk bkj என்றாகும் . 


k = 1 


| A | ஐயும் | A | ஐயும் பெருக்கும்போது. 


ஏற்படும் | A | - | B | -ன் -த்து உறுப்பு 


= 


dik bkj 


k = 1 


என்றேயாகும் . 

எனவே | AI- I- B / = | AB | - 
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அதே போல் A ஐயும் B ஐயும் இடமாற்றினால் 

| B | • ! AT = | BA | ஆகும் . 
எனவே | A | - | B | = | AB | = | BA | 


வரையறை 19 : 

சேர்ப்பு அணி [ Adjugate Matrix ] : 
A அணியின் உறுப்புகளின் இணைக்காரணிகளைக் கொண்ட 
அணியின் இடமாற்ற அணியே , A. ன் சேர்ப்பு அணியாகும் . அதை 
A * என்று குறிக்கலாம் . 


அதாவது A = ( a ..) என்றால் , Aij ஐ | A | -ல் alj- ன் இணைக் 
காரணியாகக் கொண்டால் , A * = ( Aij ) T 


தேற்றம் 5 : AA * = A * A = | A | -1 
A ( aij ) , A * ( bij ) என்றும் கொண்டால் 

Aij ஆகும் . 


bij 


( AA * ) /j 


n 

z ais bei 
k = 1 


MN 


dij Ajk 


k = 1 


= TA | Bij 


n 


அதே போல் , ( A * A ) ij 


b ; k ak / 


k = 1 


M 


A4 : atj 


k = 1 


எனவே ( AA * ) 
கிளைத்தேற்றம் : | A * ! 

| AA * | 


= | AT 8ji 
= ( A * A ) = | A i + f 

| A | F - 1 

| A I I A * | 
= | TA | | 


- 


-- 


ஆனால் | AA || 


எனவே | A * | = | A | -1 ஆகும் . 
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- 


- 


தேற்றம் 6 : ( A * ) * = | A | - " A 
A * ( A * ) * = 

= | A | -11 
A • A * ( A * ) * = A | A | n - 1 / 

| A | I ( A ** | A | -1 A 
அணிக்கோவை | A | பூச்சியத்திற்குச் சமமாக இல்லாததால் 

( A * ) * = | A 1 n - 2 A 
தேற்றம் 7 : ( AB ) * = B * A * 
| A | - | B | B * A * = | AB | I B * A * 

( AB ) * ( AB ) B * A * 

( AB ) * A ( BB * ) A * 
= ( AB ) * A | B | - I A * 

| B ( AB ) * ( AA * ) 
= | B1 ( AB ) * | A | - I 

= | AT | B | ( AB ) * 
அணிக்கோவைகள் | A | , | B | பூச்சியத்திற்குச் சர்வ சமமாக 
இல்லாததால் 

B * A * = ( AB ) * 
தேற்றம் 8 : A , B நீண்ட சதுர அணிகளானால் 

( AB ) T = BRAT 
( குறிப்பு : மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் இரு பக்கங்களும் 
வரையறுக்கப்பட வேண்டும் ] 

A , B அணிகள் முறையே px q ; / X S வகைகளானால் AB 
வகையறுக்க q = r ஆக வேண்டும் . ( AB ) TSxp வகையாகும் . 

BT, AT முறையே SXT, q ற வகைகளாகும் . 

BA வகையறுக்க = 4 ஆக வேண்டும் . 
அப்போது BT AT அணி S Xp வகையாகும் . எனவே , சமன் 
யாட்டின் இருபக்கங்களிலுமுள்ள அணிகளும் SXp வகையாகும் . 
[ ( AB ) ] / j = ( AB ) } 

= z ajk bk ; 

k 
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= z b ik a k ; 

k 


[ R = ( ) 

AT = ( a ij ) ) 


- 


( BT AT )ij 
எனவே ( AB ) = BT A ஆகும் . 


- 


வரையறை 20 : எதிர்மாறு அணி ( Inverse Matrix ] : | A / # 0 
என்றால் AX | I , X A = I என்ற இரு சமன் பாடுகளுக்குப் 
பொதுவான ஒரே ஒரு மூலத்தை A அணியின் எதிர்மாறு அணி 
யென்கிறோம் . அதை A - 1 எனக் குறிக்கிறோம் . 


தேற்றம் 10 : இப்போது AX = I , XA = 1 என்ற சமன்பாடு 

A * 
களுக்குப் பொதுவான ஒரே ஒரு மூலம் X = 

என நிரூபிப் 


போம் . 


AA * == A * A = IAI - I என்பதால் 


4 ( * - ( * ) . = 1 ஆகும் . 


A * 


எனவே AX = XA = / என்ற சமன்பாடுகளுக்கு X = 


என்ற 


ஒரு மூலம் இருக்கிறதென்று காண்கிறோம் . இது ஒன்றுதான் 
சமன்பாடுகளின் மூலமென்று நிரூபிக்க , Y என்பதை AX = / - ன் 
வேறொரு மூலமாகக் கொள்க . 


அதாவது AY 


I 


எனவே X 


XI 


= X ( AY ) 


X ( 


- 


( XA ) Y 


- 


= I Y 


Y 


ஆகையால் , AX = / -ன் மூலம் ஒன்றே ஒன்றுதான் . அதேபோல் 
XA = 1.ன் மூலமும் ஒன்றே ஒன்றுதான் . 


உதாரணமாக A 


[ : * ) என்றும் 
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a b 


| A | = 


= ad - bc + 0 என்றும் 


C 


d 


- 5 


கொண்டால் A * 


( 


1 


ஆகும் . 


a 


d/ ad - hc 
-c/ ad - bc 


- blad - bc 

alad - bc 


] 


| Ai Al 


- 


A 


குறிப்பு 12 : AX = B என்ற சமன்பாட்டின் ஒரே ஒரு மூலம் 
* = A + B ஆகும் . அதேபோல் YC = D என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
Y = DC1 என்பதே ஒரே ஒரு மூலமாகும் . 
தேற்றம் 9 

1. A அணி சிறப்பு அணியன்றென்றால் , அதேபோல் 
A - ம் ( A 1 ) 1 - ம் 

| A1 | = | A | 1 
3. ( A 1 ) 

4. A , B அணிகள் சிறப்பு அணிகளல்லவென்றால் அதே 
போல்தான் AB அணியும் 

5. ( AE ) " = BA 1 
( 1 ) A சிறப்பு அணி இல்லையென்றால் | A | 4 0 . 


எனவே A1 


A 


. 


A 


- 


1 


அதாவது | A1 + 0 . 


( 2 ) எனவே | AI | A1 | 

( 3 ) AX = / என்ற சமன்பாட்டை X = A என்ற மூலம் சரி 
செய்கிறது . எனவே ( A1 ) 1 = A ஆகும் . 
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( 4 ) | AB I = | A | - | B | 


+0 . 


( 5 ) AB (B1 A = ) = A ( BB 1) A 1 


AA1 


- 


I 


எனவே ( AB ) 1 


B1 A1 ஆகும் . 


குறிப்பு 13 : வகுமுறை விதி அணி இயற்கணிதத்திற்குப் 
பொருந்தாது . இந்தக் கணிதத்தில் AB = 0 என்றால் , A , B அணி 
யின் பூச்சிய அணி 0 - க்குச் சமமாக இருக்கவேண்டுவதில்லை . 


உதாரணமாக 


என்றும் 


- - :) - == )-- 

: :) 


- 


எடுத்துக்கொண்டால் AB = 


= 0 ஆகும் . 


இங்கு A + 0 , B + 0 என்பது குறிப்பிடத்தக்கது . 


தேற்றம் 10 : 

சதுர 

அணிகள் A , B என்பவை A.B = 0 
என்றால் , A = 0 அல்லது B = 0 அல்லது A , B என்ற இரு அணி 
களும் சிறப்பு அணிகளாகும் . 


A = 0 , B = 0 என்றோ கொண்டால் , 


A.B = 0 ஆகும் . 
A + 0 , B + 0 என்றும் A சிறப்பு அணியன்று 
கொண்டால் , A 1 வரையறுக்கப்படுகிறது . எனவே 


என்றும் 
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A1 . ( AB ) 


A1.0 


- 


B 


= 


O 


ஆனால் B = 0 என்று எடுத்துக் கொண்டிருக்கிறோம் எனவே A 
சிறப்பு அணியாகும் . அதேபோல் B. யும் சிறப்பு அணியாகும் . 

வரையறை 21 : பூச்சியத்தின் வகுக்குமெண் : பூச்சியத் 
தின் 

வகுக்குமெண் நீண்ட சதுர அணி A ஆகக் கொள்ள 
முதலில் A # 0 ஆகவும் , B = 0 என்ற அணியிலிருந்து AB = 0 
ஆகவும் வேண்டும் . 


[ அல்லது C + 0 என்ற அணியைக் கொண்டு CA = 0 ஆக 

வேண்டும் ) 


குறிப்பு 13 - ல் கொடுக்கப்பட்ட உதாரணத்தில் A- ம் B- ம் 
பூச்சியத்தின் வகுக்குமெண்களாகும் . 


A , 


குறிப்பு 14 : சதுர அணி . பூச்சியத்தின் வகுக்கும் 
எண்ணாகவேண்டுமானால் A ஒரு சிறப்பு அணியாகத்தான் இருக்க . 
வேண்டும் . 


- 


வரையறை 22 : செங்குத்தணி ( Orthogonal Matrix ) : A 
என்ற அணி மெய்யாகவும் , AT A 

AT • A = I ஆகவும் கொண்டால் , 
A ஒரு செங்குத்தணியாகும் . 

| AA | || 

| A ] * = / 
... IAI 

TA ] = + / 
எனவே A சிறப்பு அணியன்று . 


ஆதலால் A - 1 = AT ஆகும் . 

AAT = 1 ஆகவும் கொள்ளலாம் . 
ATA = 1 ஆதலால் 


n 


8 


zaki akj [ A = ( a ) (ai) 
k = 1 


n 
2 aki aki 
k = 1 
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அதேபோல் AAT = / 


6ij 


2 aik ajk 
k = 1 


is j என்றால் ஃ = 0. 


2 aki akj = 
k = 1 


= 0 . 


‘ i - த்து நிரல் வெக்டாரும் , j - த்து நிரல் வெக்டாரும் 
செங்குத்து வெக்டார்களாகின்றன , 

i = j என்றால் Bij = 1 


n 


n 


- 


Oik 


dik 


a ; k = 1 


k = 1 


k = 1 


ஆகவே , செங்குத்தணியின் நிரல்கள் , இயல் நிலை செங்குத்து , 
வெக்டார்களை [ Orthonormal Vectors ] உண்டாக்குகின்றன . 

அதேபோல் AAT = | என்பதால் , அதாவது 


n 


aki akj = diy என்பதால் , 
k = 1 


நிரைகளும், இயல் நிலை செங்குத்து வெக்டார்களை உண்டாக்கு 


கின்றன . 


கிளைத் தேற்றம் 1 : ஒரு மெய் அணியின் நிரல்கள் இயல் நிலை 
செங்குத்து வெக்டார்களை உண்டாக்கினால் , நிரைகளும் 
அவ்வாறே வெக்டார்களை உண்டாக்கும் . 

கிளைத்தேற்றம் 2 : நிரல்களின் ( நிரைகள் ) வரிசைகளை மாற்றி 
அமைத்தால் , ஏற்படும் அணியும் ஒரு செங்குத்தணியே யாகும் . 

தேற்றம் 11 : A. ம் B- ம் செங்குத்தணிகளானால் AT , A - 1 , AB : 
யாவும் செங்குத்தணிகளே . 


A ஒரு செங்குத்தணியாதலால் 


ATA = 1 


ஃ ( ATA) T = I 
AT ( AT ) = I 
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எனவே AT ஒரு செங்குத்தணியாகும் . 
ATA = I ஆதலால் A 1 = AT ஆகும் . 
எனவே A -1 - ம் ஒரு செங்குத்தணியே . 
( 4B ) : ( AB ) = BT AT AB 

= B I B 


= BT B 


I 


எனவே AB . ம் ஒரு செங்குத்தணியே . 


9.4 அணியின் மதிப்பிடம் ( Rank of a Matrix ) 

முதலில் ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தொகுதிகளையும் , அதன் 
மூலங்களைக் ( roots ) கண்டுபிடிக்கும் முறைகளையும் சற்று 
ஆராய்வோம் : 


MN 


aij xj = b ; [ i = 1 , 2 , 3 , ... , m ) ... 1 

j = 1 
என்பவை ‘m ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தொகுதியாகக் கொள் 
வோம் . இதில் X. களின் குணகங்களும் , மாறிலிகள் ‘ b - களும் F 
என்ற களத்திலுள்ளதென்றும் கொள்க . 

A1 = [ ay ] ; a : 2 , a13 , ... - , ain ) 
A , = ( a , l , b , 2 , b , 3 , 


, aan) 


........ 


Am 


( am ! , am2 , amy , ... , amn ) என்பவை Vn ( F ) என்ற 
வெக்டார் வெளியை உண்டாக்கட்டும் . 


X = (x1 , x ,, ... 

xn ) என்று எடுத்துக் கொள்க , 


1.ல் கண்ட சமன்பாடுகளை 


( A • X ) | 

= b4 , ( A , • X ) = b2 , ...... , ( Am • X ) = bm என்று 
எழுதலாம் . 


[ [ AY • X ) என்பது A- க்கும் X- க்கு 
பெருக்கைக் குறிக்கும் ] 


மிடையேயுள்ள உட் 
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இந்தச் சமன்பாடுகளின் தொகுதியின் மூலங்கள் V. ( F ) 
வெக்டார் வெளியின் ஓர் உறுப்பு . T = ( t1 , 12 , ...... , in ) ஆகும் . 
அதாவது (AT ) = bi , ( A , T ) = b ,, ...... , ( Am • T ) = bm . 


வரையறை 23 : I- ல் 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளின் 
தொகுதி ஒப்பிடும் தன்மையுள்ளதென்றால் , F களத்திலுள்ள 


எந்த உறுப்பும் 


Σ 


S ; A ; 


0 என்ற சமன்பாட்டைச் சரி; 


m 


செய்தால் 


Sibi = 0 ஆகவும் இருக்கவேண்டும் . 


i = 1 


Sh : = 


Si ( Ai.T ) 


i 


MS||MS 


1 


- 


- 


( Si.A ). 


i = 1 


( 


S ; Ai 


- 


i = 1 


= 0.7 


0 . 


சம 


அதாவது சமன்பாடுகளின் தொகுதிக்கு மூலங்கள் உண்டென்று 
கொண்டு , F களத்திலுள்ள உறுப்புகளைக்கொண்டு சமன்பாடு 
களின் இருபக்கங்களையும் பெருக்கிக் கூட்டும்போது , இடக்கைப் 
பக்கம் பூச்சியத்துக்குச் சமமானால் , வலக்கைப் பக்கமும் பூச்சியத் 
துக்குச் சமமென்பது இதன் மூலம் தெளிவு : 

வரையறை 24 : இரு சமன்பாடுகளின் தொகுதிகள் 
மென்றால் , 

அவை இரண்டுக்கும் ஒரே மூலங்கள் இருக்க 
வேண்டும் . 

வரையறை 25 : ஒரு சமன்பாடுகளின் தொகுதிக்குத் தொடக் 
கச் செய்கை ( Elementary Operation ) உண்டாக்குவதானால் , 
கீழ்க்கண்ட ஏதாவதொன்றைச் செய்யவேண்டும் ; 

1. இரண்டு சமன்பாடுகளை இடமாற்றுதல் 
2 : ஒரு சமன்பாட்டை F களத்தின் பூச்சியமல்லாத . 

உறுப்பால் பெருக்குதல் 
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3 , ஒரு சமன்பாட்டை k . ஆல் பெருக்கி மற்றொரு சமன் 

பாட்டுடன் கூட்டுதல் . [ KEF ] 
தேற்றம் 12 : ஒரு சமன்பாடுகளின் தொகுதியில் குறிப்பிட்ட 
தொடக்கச் செய்கைகளை உண்டாக்கி , இரண்டாவது தொகுதியை 
அமைத்தால் , இந்த இரண்டு தொகுதிகளும் சமம் : 

1 , 2 வகைத் தொடக்கச் செய்கைகள் தொகுதியின் சம 
நிலையைச் மாற்றாதென்பது தெளிவு . 


3 வகைத் தொடக்கச் செய்கையைப்பற்றிச் சற்று ஆராய்வோம் . 


கொடுக்கப்பட்ட தொகுதியிலுள்ள இரண்டாவது 

சமன் 
பரட்டை k (kEF) ஆல்பெருக்கி முதல் சமன்பாட்டுடன் கூட்டுக , 


( A • X ) + k ( A , • X ) = ( A / + kA , ) . X என்று 

ஆகும் . 
எனவே புதுத் தொகுதியின் சமன்பாடுகள் 

( A , + kA , ) . X = h : + kh ,, { 4 ,. X ) b ,, ... , ( Am • X ) = bn 
ஆகும் . கொடுக்கப்பட்ட தொகுதியின் மூலங்கள் வெக்டார் 
T ஆனால் , அதாவது 


b 


(AT ) = b1 , ( A , .T ) ......... ( Am • T ) = b .. என் றால் 

( A , + k 4 , ) . T = br + k b , ஆகும் . 
அதேபோல் T இரண்டாவது தொகுதியின் மூலங்களைக் 
குறித்தால் 


( A1 + k As ) . T = by + kb .. 
அதாவது ( AI - T ) + k ( A , .T ) = bx + k b , 

A • T = b ஆகிறது . 
எனவே இரண்டு தொகுதிகளும் சமம். 


* 9.4.1 எக்லென் முறை ( Echelon System ) 


கீழ்க்கண்ட முறைப்படி எப்படிச் சமன்பாடுகளின் மூலங்களைக் 
- கண்டுபிடிப்பதென்பதை ஆராய்வோம் . 


x ] + x2 + x8 + 


1 


2x1 + 3x , + 4xy + 5x4 = 


( 2 ) 


3x + x , + 2xs + 4x , = 7 


( 3 ) 
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என்ற மூன்று சமன்பாடுகளை எடுத்துக் கொள்க . 


... 


2x3 


- 


... 


( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து : ஐ நீக்குக . 
1 + 3 + * 8 + X4 = 1 ( 4 ) 
x2 + 2xg + 3x , 4 ( 5 ) 

4 ( 6 ) 
இப்போது ( 5 ) ஐத் தவிர்த்து ( 4 ) , ( 6 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 
X , ஐ நீக்குக . 
31 

X8 - 2r , 3 ( 7 ) 
x2 + 2x3 + 3x4 4 

( 8 ) 
3x + 7x4 12 ( 9 ) 


- 


- 


( 9 ) ஐத் தவிர்த்து ( 7 ) , 

( 7 ) . ( 8 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 

) x ஐ 
நீக்குக . 
38 + 

3 ( 10 ) 
82 5 / 3x4 4 ( 11 ) 
3x , + 

12 ( 12 ) 


... 


.. 


734 


Xi 


- 


1 


5 


X 


- 


4 + 


X3 


4 


7 
3 


------- 


- 


எனவே = 1 என்று கொண்டால் 
31 1 - t / 3 , 

4 + 5/31 , x = 4 - 7/31 , 
x4 = 1 என்ற மூலங்கள் கிடைக்கின்றன . 

" என்பதை மெய்யெண்களின் ஏதாவதொரு உறுப்பாகக் 
கொள்ளலாமாதலால் , | , , , x8 , 4 என்பவற்றுக்கு ஒன்றுக்கு 
மேற்பட்ட மூலங்கள் உள்ளன என்பது தெளிவு . 

இப்போது மூலங்கள் இல்லாத சமன்பாடுகளின் தொகுதியைக் 
கவனிப்போம் . 

+ 83 

7 ( 1 ) 
x1 + 23 , + 3x3 8 ( 2 ) 
X ; + 2x . 

( 3 ) 


31 + 


= 


... 
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சமன்பாட்டிலிருந்து X1 ஐ 


( 1 ) ஐத் தவிர்த்து 

( 2 ) ஆவது 
நீக்குக. 

x + x2 

x , + 2xy 


Xs 


- 


7 


... 


( 4 ) 
( 5 ) 
( 6 ) 


- 


x , + 2xg 


( 4 ) , ( 6 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 , ஐ 


( 5 ) ஐத் தவிர்த்து 
நீக்குக . 


- 


6 


( 7 ) 


x3| 
x , + 2x8 


- 


1 


0 = 


5 


எனவே , இம்மாதிரிச் சமன்பாடுகளுக்கு மூலங்கள் கிடையா . 

மேற்கண்ட இரு மாதிரிக் கணக்குகளில் கண்ட முறைகளை ஒரு 
ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தொகுதிகளுக்கும் பயன்படுத்தலாம் , 
அது எப்படி என்பதை இப்போது ஆராய்வோம் . 


ai1 x ] + ai2 x , + 


T an xn = 


h 


az1 x + azz x , + 


+ aan xn 


ba 


( 
A 
) 


bai 


m ] X1 + am2 x , + 


. 


என்ற m சமன்பாடுகளைக் கவனிப்போம் . இவற்றின் மூலம் 
x1 , x , ... xn என்ற < n தெரியாத x- களின் மதிப்புகளைக் காண 
வேண்டும் . 

இந்தச் சமன்பாடுகளிலுள்ள குணகங்களை எல்லாம் பூச்சியங் 
களாகக் கொள்ள வேண்டாம் . மேலும் X , என்பதின் m குணகங்கள் 
ail , az ) , ... a- , என்பவை எல்லாம் பூச்சியங்களாக இருந்தால் 
x | தவிர்த்து , x ,, xg , ... xn என்பவற்றின் மதிப்புகளை மட்டும் 
கணக்கிட்டால் போதும் , எதற்கும் x ) , x , ... xn என்பவற்றில் , 
எல்லாக் குணகங்களும் பூச்சியங்களாக இல்லாத முதல் x ஐ Xky 
எனலாம் . முதல் சமன்பாட்டை xk , -ன் குணகத்தினால் வகுக்கவும் . 
முதல் சமன்பாட்டை உபயோகப்படுத்தி மற்றச் சமன்பாடுகளி 
லிருந்து ஐ நீக்குக . 
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அணி 


> 


| 


+ bik - 1 x +1 + ..... + bnan = c ) 

bek + Xk +1 + ... + banan = c , 


.............. 


.. 


....... 


........ ++ ... 


............... 


bmki 


- 


+ bnXn 


Cm 


+ Xk 1 + 1 + 


என்பவற்றில் குணகங்கள் எல்லாம் 
Xk , +1, Xk + 3 , ... xn 
பூச்சியமில்லாத முதல் x ஐ xk , என்க . அவசியமேற்பட்டால் 
சமன்பாடுகளை மாற்றி , இரண்டாவது சமன்பாட்டிலுள்ள , -ன் 

k9 
குணகம் பூச்சியமாக இல்லாதவாறு பார்த்துக் கொள்வோம் . 
இப்போது இரண்டாவது சமன்பாட்டில் 

சமன்பாட்டில் xk , - ன் குணகத்தை 
‘ 1 ஆகவும் மற்ற எல்லாச் சமன்பாடுகளில் ( முதல் சமன் 
பாட்டையும் சேர்த்து ) xk , ஐ நீக்கியும் புதுச் சமன்பாடுகளின் 
தொகுதி உண்டாக்கவும் . இம்மாதிரியே சமன்பாடுகளைச் 
சுருக்கினால் நமக்குக் கிடைக்கும் தொகுதி 


Oxk , 


+ 


+ C - Xk 


+ 


d , 


Xk ) 


. 


Xk2 


+ 


- 


+ 0.xk 


d, 


........ 


Xk 


d . 


( B ) 


0 = dr + 1 


do 


இந்தத் தொகுதியில் 15 is r என்ற முறையில் i ஒரு முழு எண் 
என்றால் , -சமன்பாடு ஒன்றில்தான் , 1 - ன் குணகம் பூச்சிய 
மில்லாமல் இருக்கிறது . முதல் சமன்பாட்டில் xke, xks ... xk; 
இவற்றின் குணகங்கள் பூச்சியமாகும் , இது போக உள்ள மற்ற 
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X- களின் 

குணகங்கள் பூச்சியமாக இருக்கவேண்டுவதில்லை . 
இரண்டாவது சமன்பாட்டில் j < k , என்றால் x- ன் குணகம் 
பூச்சியமாகும் . மேலும் Xks ... Xkr இவற்றின் குணகங்கள் 
பூச்சியங்களே , இப்படியாகவே மற்றச் சமன்பாடுகள் அமையும் . 

( A ) தொகுதியும் அதற்குச் சமமான ( B ) தொகுதியும் 
மூலங்களை உடையதாயிருக்கின்றன . 


எனவே 


இப்போது F களத்திலிருந்து Xky , xk ,, ...xk , என்பவற்றைத் 
தவிர்த்து மற்றவற்றுக்கு ஏதாவதொரு மதிப்பைக் கொடுத்தால் 
Xk ; > Xky, ...Xk , இவற்றின் மதிப்புகள் ஒரே வழியாக நிர்ணயிக்கப் 
படுகின்றன . இங்கு r = m என்க . 

எனவே 

0 என்பதை இடப் 
பக்க உறுப்பாக உள்ள சமன்பாடு இல்லை எனலாம் . 





அப்படியல்லாது 0 = d என்ற ஏதாவதொரு சமன்பாடு மிஞ்சி 
விட்டால் , இந்தச் சமன்பாட்டுத் தொகுதிக்கு மூலங்களே கிடையா . 
இப்படிப்பட்ட சமன்பாடுகளின் தொகுதியை எக்லென் முறை , 
என்கிறோம் . 


9.4.2 


d11 


d12 


all 


d22 


aan 


- 


என்பது அணி என்க , 


......... 


am1 


ama 


amn 


R = [ a11 , 112 , 


ain ] 


R , = [ azi , ay2 , 


agn ] 


.... 


......... 


R. = [ aml . sm ? , .... amn ]] 


என்பவை A அணியின் நிரை வெக்டார்களாகும் 


அணி 


183 


அதேபோல் 


a | 


ay ) 


ain 


a21 


az2 


(Ian 


C = 


C , 


= 


..... 


(. 


..... 


..... 


aml 


Im 2 


amr 


என்பவை A அணியின் நிரல் வெக்டார்களாகும் . 


.... 


A அணியின் நிரை வெக்டார்கள் R , R , Rm என்பவை 
உருவாக்கும் உப வெளியை , A- ன் நிரை வெளி ( Row Space ) 
எனலாம் . இந்த நிரை வெளியின் வகையளவு ( Dimension 
A அணியின் நிரை மதிப்பிடமாகும் . 


அதேபோல் , A அணியின் நிரல் வெக்டார்கள் ( 1 , C ,, ... Cr 
என்பவை உருவாக்கும் உபவெளியை A- ன் நிரல்வெளி ( Column 
Space ) எனலாம் . இந்த நிரல் வெளியின் வகையளவு A அணியின் 
நிரல் மதிப்பிடமாகும் . 


வரையறை 26 : F என்ற களத்தைக்கொண்டு A என்ற 
அணியைக் கருதுக . இந்த அணியின் மீது கீழ்க்கண்ட ஏதாவதொரு 
காரியத்தைச் செய்தால் அது A- ன் மேல் செய்யப்பட்ட ஆரம்ப 
நிரை ( நிரல் ) செயலாகும் ( elementary row column operation ) . 


மாதிரி 1 : இரு நிரைகளை ( நிரல்களை ) இடமாற்றுதல் . 


மாதிரி 2 : ஒரு நிரையின் ( நிரலின் ) உறுப்புகளை F களத்தி 

லுள்ள பூச்சியமில்லாத உறுப்பால் பெருக்குதல் , 


மாதிரி 3 : ஒரு நிரையின் ( நிரலின் ) உறுப்புகளுடன் மற்றொரு 

நிரையின் ( நிரலின் ) ஒத்த உறுப்புகளை k மடங்கு 
அதிகரித்துக் கூட்டுதல் . 


இந்த நிரைச் செய்கைகள் மூலம் கிடைக்கும் B என்ற அணியும் 
A என்ற அணியும் ஒரே நிரைவெளியை உடையதாக இருக்கும் . 
எனவே ஒரே நிரை மதிப்பிடம் கொண்டிருக்கும் . 
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மாதிரி 1 என்ற நிரைச் செய்கையால் A , B என்ற அணிகளின் 
நிரை வெளிகள் ஒன்றாக இருக்கும் என்பது தெளிவு . சிந்தித்துப் 
பார்த்தால் , மாதிரிகள் 2 , 3 என்ற நிரைச் செய்கைகளால் , A , B 
அணிகளின் நிரை வெளி , நிரை மதிப்பிடம் மாறாது . 


எனவே , இதை உபயோகப்படுத்தி ஓர் அணியின் மதிப்பிடத் 
தைக் கண்டுபிடிக்கலாம் , 


0 


-1 


3 


- 1 


0 


2 


1 


1 


-- 2 


- 


1 


3 


2 


- 1 


4 


4 


8 


1 


1 


5 


1 


-1 


--- 


5 


என்ற அணியை எடுத்துக்கொள்க . 


எக்லென் முறையை உபயோகப்படுத்துவோம் . முதல் இரண்டு 
நிரைகளை இடமாற்றி , புது முதல் நிரையை -1 ஆல் பெருக்கவும் 


1 


2 


2 


-1 


3 


0 


-1 


8 


1 


0 


2 


என்றாகும் . 


2 


4 


8 


1 


5 


1 


-1 


5 


மாதிரி 3 ஐ உபயோகப்படுத்தி , முதல் நிரலில் முதல் 
உறுப்பைத் தவிர்த்து மற்றெல்லா உறுப்புகளையும் பூச்சியமாக 
மாற்றலாம் . 


1 


-1 | 


2 


3 


0 


-1 


3 


1 


0 


என்றாகிறது . 


0 


1 


0 


0 


1 


2 


0 


-1 3 


-1 


0 


--- 
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185 


மூன்றாவது நிரையை மற்ற நிரைகளுடன் கூட்டுக : 


- 


11 


0 


2 


2 


0 


5 


0 


O 3 


1 


4 


0 


1 


0 


0 


1 


2 


0 


0 


3 


-1 


1 


4 


இரண்டாவது மூன்றாவது நிரைகளை இடமாற்றுக . 


1 


0 


2 


2 


0 5 


0 


1 


0 


0 


1 


0 


O 3 


- 


1 


1 


1 


0 


0 3 


3 


1 


மூன்றாவது நிரையை -1 ஆல் பெருக்கி தாலாவது நிரையுடன் 
கூட்டுக . 


0 2 


2 


0 5 


0 


1 0 


0 


1 


2 


0 


0 3 


--1 


1 


4 


0 


0 0 


| 


0 0 


மூன்றாவது நிரையை 1/3 ஆல் பெருக்கவும் . 


1 


0 


2 


2 


0 


5 


0 


1 


0 


0 


1 


2 


0 0 1 


- 1/3 


1/3 


4/3 


0 


0 0 


0 


0 


O 
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இப்போது மூன்றாவது நிரையை -2 ஆல் பெருக்கி முதல் நிரை 
யுடன் கூட்டுக . 


1 


0 0 


8/3 


-2/3 


7/3 


0 


1 


0 


0 


1 


2 


0 


01 


1 


-1/3 


1/3 


4/3 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


( 1 , 0 , 0 ) , ( 0 , 1 , 0 ) , ( 0 , 0 , 1 ) என்ற அலகு வெக்டார்கள் ஒருபடிச் 
சார்பில்லாமலிருப்பதால் கொடுக்கப்பட்ட அணியின் முதல் மூன்று 
நிரைகளும் ஒருபடிச் சார்பில்லாமலிருக்குமென்பது தெளிவு . 
எனவே , இதன் மதிப்பிடம் 3 ஆகும் . இதுவே கொடுக்கப்பட்ட 
அணியின் மதிப்பிடமாகும் . 

தேற்றம் 13 : எந்த அணியின் நிரை மதிப்பிடமும் , நிரல் 
மதிப்பிடமும் சமமாகும் ? 

F களத்தைப் பொறுத்து A என்பதை mx n வகை அணியாகக் 
கொள்க . 4 - ன் நிரை மதிப்பிடம் எனவும் , நிரல் மதிப்பிடம் 
3 எனவும் எடுத்துக் கொள்க . 

A- ன் ( r + 1 ) நிரல் வெக்டார்கள் ஒருபடிச் சார்புள்ளவை 
என்று முதலில் காண்பிப்போம் . அப்போது S < r என்றாகும் . 

r = m என்றால் , இது மிகத் தெளிவு . 

r < n என்க . A அணியின் நிரை வெளியின் ஆதாரம் 
( base ) ஆக / நிரல் வெக்டார்கள் அமையவேண்டும் . A அணியி 
லுள்ள நிரைகளை மாற்றி , முதல் / நிரைகள் A- ன் நிரைவெளியின் 
ஆதாரமாகச் செய்யலாம் . n > r ஆகவேண்டும் . 


al a12 


air 


air + 1 


...... 


an 


ag1 


a22 


aar aar + 1 


agn 


A = 


ari are 


arr 


arr + 1 


arn 


am1 


am2 


. Inr + 1 


அணி 
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ஆகக் கொள்க . R | R , Rm என்பவை நிரை வெக்டார்களாகவும் 
C. C C என்பவை நிரல் வெக்டார்களாகவும் கொள்ளு 
வோம் . 


a11 


al2 


da1 


a22 


aan 


C3 = 


... 


Cr 


.... 


ari 


dra 


arn 


என்பவற்றை A அணியின் முதல் நிரை வெக்டார்களிலிருந்து , 
எடுத்த நிரல் வெக்டார்களாகக் கொள்க . 


உபதேற்றம் 


||MS 


1 ; Ci = 0 என்னும்படி 1 E F ( i = 1 , 2 , ... , n ) என்றால் 


i = 1 


*N|| 


- 


T 


( t1 , 12 , ......... in ) என்க . 


t ; C ] = 0 என்பது 


i = 1 


RI • T = 0 , R , • T == 0 , 


** , Rr • T = 0 என்றாகும் . 


1 ) 


Rk என்பது ஏதாவதொரு நிரை வெக்டாராகும் . R என்பது 
R1 , R ,, ... , R ; என்பவற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாகவேண்டும் . 
அதாவது 1 A 

M , என்ற கள உறுப்புகள் 
AIR + A 

+ A R 
ஆக வேண்டும் . 


-- 


2 R , + 


Rk 


Rk • T = ( A | R , + A , R , + . + A / R ) • T 


= 1 1 ( R , • T ) + > 2 ( R , - T ) + ... + Ar ( R , • T ) 


0 . 
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எனவே z - t; c = : 0 ஆகிறது . 

i = 0 


Ci , C , C , C + 1 என்ற நிரல் வெக்டார்களை எடுத்துக் 
கொள்ளுவோம் . 


C , C2 , ...... , Cr + 1 என்ற வெக்டார்கள் ஒருபடி சார்ந்திருக்க 
வேண்டும் . ஏனெனில் , இவற்றிலுள்ள ஒவ்வொரு வெக்டார் 
களும் ( r + 1 ) உறுப்புகளைக் கொண்டிருக்கிறது . அதாவது F 
களத்தில் , b , b ,, 

b ) , b ,, ... - br + 1 என்ற எல்லாப் பூச்சியமில்லாத, 
உறுப்புகள் எடுத்து 


r + 1 

2 bc 
1 = 1 


= 


0 எனலாம் . 


உபதேற்றத்தின் படி 


+1 


b ; c | 


= 0 ஆகிறது . 


i = 1 


ஃ . C1 , C ,, 


C + 1 என்பவை ஒருபடிச் சார்புள்ளவை . 


. 


இப்போது 

AT 

என்ற அணியை நோக்குக . இவற்றின் 
ரை வெளியும் , நிரல் வெளியும் A அணியின் நிரல் வெளி , நிரை 
வெளியாகிறது . எனவே AT நிரை மதிப்பிடம் 5 ஆகவும் , நிரல் 
மதிப்பிடம் " ஆகவும் மாறுகிறது . 


AT என்பது ஏதாவதோர் அணியாவதால் 


T = S 


எனவே , நிரை மதிப்பிடம் , நிரல் மதிப்பிடம் இவற்றின் பொது 
மதிப்பே அணியின் மதிப்பிடமாகும் . 


9.4.3 A = ( aj ) என்பது nxn வகை அணியாகவும் , A ஓர் 
எண் மாறியாகவும் கொள்க . 
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அணி 


A - a ! - 113 ..... 


aan 


-aan 


P ( A ) = | AI - A | = 


ai - a , 


..... 


.......... 


........... 


( ny / 


= dnza ......... = ann 


என்பதை A அணியின் சிறப்பியல்பு கோவை ( Characteristic 
Function ) எனலாம் . 


( A ) = 0 என்பதைச் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு என்றும் , 
அதன் மூலங்களை A அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் என்றும் 
வழங்கலாம் . சிறப்பியல்பு கோவை - ( A ) . ஒரு n மடங்கு 
கோவையாதலால் , சிறப்பியல்பு கோவைக்கு n மூலங்கள் 
இருக்கும் . ஆனால் , இந்த மூலங்கள் வெவ்வேறானவையாக இருக்க 
வேண்டுமென்பதில்லை . 
தேற்றம் 14 : A அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 

A1, A ,, ... / n என்றால் , 

| A | = AIA , ... An . 
| AI - AI ( -1) ( A - 12) ... ( -An) 

A = 0 என்க . 


I - A | = ( -1 ) 11 As... n 

| A = AA.... n . 


கிளைத்தேற்றம் : ஓர் அணி சிறப்பு அணியாக வேண்டின் , 
அதாவது | A | என்றால் , சிறப்பியல்பு மூலங்களில் 
ஒன்றாவது பூச்சியமாக வேண்டும் . 


வரையறை 27 : வடிவொத்த அணிகள் ( Similar Matrices ) : 
A , B என்பவற்றைச் சதுர அணிகளாகவும் , S ஐச் சிறப்பிலா 
அணியாகவும் கொள்க . 

B = S - 1 AS என்றால் , 
B , A- க்கு வடிவொத்த அணியாகும் . 

மேலும் A- யிலிருந்து , B ஐ வடிவொத்த மாற்றத்தினால் 
கிடைக்கப்பெற்றது எனலாம் . 
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. 


தேற்றம் 15 : 

ஓர் 

அணியின் சிறப்பியல்பு கோவை , 
- வடிவொத்த மாற்றத்தினால் மாறுபடாது . 

A என்ற அணியை வடிவொத்த மாற்றத்தினால் B = S - 1 AS 
என்று மாற்றுக . [ S ஒரு சிறப்பிலா அணியாகும் . ] 
* ( x ) = 
ஓ ( A ) = TAI- B | 
= IAI - S - 1 AS | 

| S - 1 (1I- A ) S | 
= | S - 1 | TAI - AT IS | 


- 


* 


= TAI - A | 


= ( A ) 


தேற்றம் 16 : மூலைவிட்ட அணிகள் வடிவொத்த அணிகளாக 
வேண்டுமெனின் , அவற்றில் ஒன்றின் பூச்சியமாகாத உறுப்புகள் 
மற்றதன் பூச்சியமாகாத உறுப்புகளின் மாற்றமாகத்தான் இருக்க 
- வேண்டும் . 


A = dg ( di , ....... , dn ) 

B = dg ( B1 , B ,, ...... , B. ) 
- என்றும் எடுத்துக் கொள்க . 

A , B அணிகள் வடிவொத்த அணிகளாதலால் 
PA ( A ) = ( 3 ) 
AA ( A ) = ( -di ) ( A - ds ) ...... ( - dn ) 
4s ( A ) = ( A - B ] ) ( - 3 , ) ....( ) -- Br ) 
pA ( A ) = pB ( A ) என்பதால் , 

( A - dy ) ( A - d , ) ...... ( X - dn) = ( A - B ) ( A - B , ) ...... 
( X - Bn) ஆகும் . 


d1 , 2 ..... , dn இவற்றை மாற்றி அமைக்கப்பட்ட உறுப்பு 
களே B1 , B ,,....- Bn ஆகும் . 


தேற்றம் 17 : A , B என்ற ஏதாவதோர் இரு அணிகளை 
-எடுத்துக்கொண்டால் , AB , BA 

அணிகளுக்கு ஒரு 
சிறப்பியல்பு கோவைதான் உண்டு. 


என்ற 


அணி 
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| A 1 + 0 என்றால் 


BA ( A - A ) ( BA ) 

( A - 1 ( AB) A 
BA , AB என்ற அணிகள் வடிவொத்த அணிகளாகும் . 


- 


சாதாரணமாக எல்லா t- களுக்கும் , 
| A - 1 / = 0 என்பதில்லை . 


அந்த t ஐ எடுத்துக் கொள்க . அதாவது 
TA - tI / + 0 . 

ஃ . ( A - tl ) B , B ( A - t / ) என்ற அணிகளுக்கு ஒரு 
சிறப்பியல்பு கோவைதான் உண்டு. 

| 1 | -- ( A - II ) B1 = | A I - B ( A - 11 ) | 


t = 0 என்க . 


| AI - ABT = IA | -- BA || 
சிறப்பியல்பு சமன்பாடு X- ல் Ar- ன் குணகம் C ( X ) என்றால் , 


C. ( AB) C ( BA ) | = 0 , 1 , 2 ...... / 

இங்கு A சிறப்பிலா அணியாக இருக்கவேண்டும் , C ( X ) 
என்பது X- ன் உறுப்புகளையுடைய தொடர்ச்சியான சார்பலனாகும் . 
எனவே A சிறப்பு அணியாகும்போதுகூட / -சமன்பாடு நியாய 
மானதே . 


9.5 ஒருபடிச் சமன்பாட்டுத் தொகுதிகள் 


- 


all +23+ 


+ ain Xn 


by 
be 


- 


ap 1 x + a22 X2 + 


- ... + aan xn 


... 


..... .......... 4 


........ 


...... 


* ..... 


aml 31 + am2 xz + e . 


om 


-- 


+ amn on = 


என்ற ‘ m ஒருபடிச் சமன்பாடுகளைப்பற்றி முன்பே படித்தோம் . 
இவை xy , x ,, ........ xn என்ற n கணியத்தைப் பொறுத்தவை . 

இப்போது சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் கண்டுபிடிப்பதுபற்றிச் 
சற்று ஆராய்வோம் , 


172 


நவ இயற்கணிதம் 


all a12 


ain 


a21 as2 


... 


aga 


aml 


am 2 


amn 


என்ற m x n வகை அணியை எடுத்துக் கொள்க . 
அணியின் உறுப்புகள் , தீர்வுகள் காணவேண்டிய X.களின் 
குணகங்கள் . எனவே, இந்த அணியைக் குணகங்கள் அணி 
( Matrix of Coefficients ) என்று கூறலாம் . 


a11 a2 


ain b 


a21 


a , 2 


aan b , 


B = 


amn amg 


... amn bm 


என்ற m x ( n + 1 ) வகை அணியை விளிம்பு 

அணி 
( Augmented Matrix ) என்க . இந்த விளிம்பு அணியின் n + 1 
நிரலின் உறுப்புகள் , சமன்பாடுகளின் மாறிலி உறுப்புகளாகும் . 


தொடக்க நிரைச் ( நிரல் ) செய்கைகளின் மூலம் A அணியும் 
B அணியும் ஒரே மாதிரி பாதிக்கப்படுகின்றன . 


எக்லென் முறை , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளின் 
தொகுதிகளைச் சுருக்குக. எக்லென் முறையிலான விளிம்பு அணி , 
கொடுக்கப்பட்ட விளிம்பு அணியிலிருந்து அவசியமான தொடக்க 
நிரைச் ( நிரல் ) செய்கைகளினால் அடையலாம் . 
மாதிரி : 

x1 + 2x , + 2xg 7 

3x , + 2xg -8 
X , + X3/ 

2 


2x | 


= 
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இதன் விளிம்பு அணி 


1 


7 


1 


3 . 


2 


2 


1 


எக்லென் முறைப்படி இதைச் சுருக்குக . 


R , = R , - R .. 


Rs = Rs - 2 R , 


1 


7 


0 


0 


-- 


15 


0 


5 


- 


- 


16 


- 


R , = 


R , 


2 


7 


0 


0 


5 


3 


16 


Rs = Rs 


- 


5.R 


1 


2 


7 


0 


1 


0 


3 


0 


0 - 3 


1 
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c 


R₂ 


1 
3 


R | 


1 


2 2 


7 


0 


1 


3 


0 


0 1 


1 
3 


R = R , 


- 


- 2R , 


0 


2 


0 


1 


C9| 


1 


1 
3 


R , = R1 

- 2R ; 


1 


0 0 


0 


1 0 


3 


0 


0 


0 1 


1 
3 


= 


வுல 


x2 


= 


- 


3 


xs| 


1 
3 


குறிப்பு 15 : இங்கு எல்லாத் தொடக்கச் செய்கை 
களும் நிரை தொடக்கச் செய்கைகள் தாம் . எக்லென் முறைப்படி 
நிரை தொடக்கச் செய்கையோ , நிரல் தொடக்கச் செய்கையோ 
ஏதாவதொன்றைத்தான் உபயோகப்படுத்த வேண்டும் . ஒரே 
கணக்கில் , ஒன்று நிரை தொடக்கச் செய்கையாகவும் மற்றது நிரல் 
செய்கையாகவும் இருக்கக் கூடாது . 
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பயிற்சிக் கணக்குகள் 
கீழ்க்கண்ட அணிகளின் பெருக்கலைக் கணக்கிடுக : 


1. ( a ) 


3 


1 


5 


2 


0 


2 


5 -1 


( b ) 


0 2 1 


1 


1 


30 2 


2 


0 0 


1 


1 


1 


- 2 


- 


2. ( j ) 


1 


2 


4 


3 


0 


0 


1 


0 


1 


0 0 


( ii ) 


i 


1 


- - 
- ( - ) 


என்றால் AB , BA என்பவற்றைக் கணக்கிடுக . 
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3 . 


1 


2 


1 


1 


- 


4 


3 


3 


-2 -1 


B 


6 12 


6 


- 


5 


10 


5 


1 


- 1 -1 


2 


என்றால் 


3 


3 


•AB = 0 , BA + 0 , AC + 0 , CA = 0 என்று நிரூபி . 


0 


1 


0 


0 


0 


என்றால் 


0 


0 


0 


AAI , A2 , A என்பவற்றைக் கணக்கிடுக . 


[ 1 
- ) 


-5 .. 


[ s = z2x // 8 ] 


* என்றால் A A * என்பவற்றைக் கணக்கிடுக, 


அணி 
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6. ஒரு சதுர அணியில் A- யின் எல்லா உறுப்புகளும் ‘ a 
என்றால் , Ar ஐக் கணக்கிட்டு எழுது . 
7. ( i ) 
A 

1 2 


* 


B = 


cos sind 


sin d cose 


என்றால் A * , B * இவற்றைக் கணக்கிடு . 

8. A என்பது ஓர் எதிர்ச் சீர் அணியெனின் AT = - A 
என்று நிரூபி . 
9. ஓர் அணி அந்த வகையைச் சேர்ந்த 

எல்லா அணி 
களுடன் பரிமாற்றுதல் செய்தால் A ஓர் அலகு அணியாகத்தான் 
இருக்க வேண்டும் என நிரூபி . 

10. 4 என்பது ஏதாவதோர் அணியெனின் AAT , ATA 
என்பவை சீர் அணிகளாகு மெனக் காண்பி : 
11 : 

1 0 0 0 | 


1 


0 


0 


என்பதன் 


2 


1 


0 


1 


1 


எதிர்மாறு அணியைக் கண்டுபிடி .. 


2mi 


12 , 


என்றால் 


2 


1 


9 


-ன் 


1 


ய 


எதிர்மாறு அணியைக் கண்டுபிடி : 

12 
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13. இரு அணிகளின் பெருக்கல் ஒரு பூச்சியமில்லா எண் 
அணி ஆனால் , இரு அணிகளும் பரிமாற்று விதிக்குட்பட்டிருக்கு 
மெனக் காண்பி . 


14 . 


4 


4 


-- 


எனின் , 


0 


1 


A - 1 = A * என நிரூபி . 


15 . கீழ்க்கண்ட அணிகளின் 
கணக்கிடு . 


( நிரல் ) மதிப்பிடத்தைக் 


2 -1 1 


3 


1 2 


1 


0 -1 


0 


1 0 


( ii ) 


0 


2 


0 1 


1 


1 


1 1 


16 . 


- 


-- 


1 


2 


1 


1 


0 1 


1 


3 


2 | 


1 


1 


1 


- 4 ) 


5 


9 


என்ற அணியைத் தொடக்கச் செய்கைகளின் மூலம் , 


அணி 
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-- 


1 


0 


0 


0 0 


0 0 


0 0 


0 


0 


என்ற அணிக்குச் சுருக்கி , முதல் அணியின் மதிப்பிடத்தைக் 
கண்டுபிடி .. 

17. [ ( 1 , 2 , -1 ) ; ( 3 , 1 , 2 ) ; ( 1 , -3, 4 ) ] 
உபவெளியின் வகையளவைக் கண்டுபிடி . 


என்ற 


18 ; கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் தொகு தியைத் தீர்க்க : 


23 ) 


x , + 3xg 


5 


83| 


53 , 


x + 2x , 
* + 3x , 


2x ; -7x , = 7 


10. எண்களின் கொள்கை 


( THEORY OF NUMBERS ) 


10.1 பகா எண்கள் ( Prime Numbers ) 

வரையறை : ஒன்றுக்கு அதிகமான முழுஎண்ணுக்கு ஒன்றை 
யும் தன்னையும் தவிர வேறு காரணிகள் இல்லையென்றால் , அதைப் 
பகா எண் என்போம் . 


உதாரணமாக 2 , 3 , 5 , 7 என்பவை பகா எண்களாகும் . 


12 என்ற எண்ணுக்கு , 1 , 12 என்ற காரணிகளைத் தவிர , 
2 , 3 , 4 , 6 என்ற காரணிகள் இருக்கின்றன . எனவே , தனக்குக் 
குறைந்த முழு எண்கள் இரண்டின் பெருக்குத் தொகையாக 
அமையும் எண்ணைக் கலவை எண் ( Composite Number ) எனலாம் . 


10.2 எராடொதனஸின் சீவ் ( The sieve of Erotostbanes ) 


எராடொதனஸ் , என்ற கணித விஞ்ஞானி பகா எண்களைக் . 
கண்டுபிடிக்கும் முறையைக் கீழ்க்கண்டவாறு விளக்கினார் . 
உதாரணமாக 100 - க்குக் குறைவான பகா எண்களைக் கண்டு 
பிடிக்க வேண்டுமெனின் , 1 - லிருந்து 100 வரையுள்ள முழு எண் 
களை எழுதிக் கொள்ளவும் . பிறகு , 2.ன் மடங்குகளை ( Multiples ) 
மட்டும் அடித்து விடவும் . அதேபோல் 3- ன் மடங்கு , 4 - ன் மடங்கு , 
7 - ன் மடங்குகளையும் அடித்துவிடவும் . இம்மாதிரி மடங்குகளை 
யெல்லாம் அடித்தபின் மீதம் இருக்கும் எண்களே 100 - க்குக் . 
குறைவான பகா எண்கள் ஆகும் . 


எனவே , 1 - லிருந்து 100 - க்குள் இருக்கும் பகா எண்கள் 
1 , 2 , 3 , 5 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 23 , 29 , 31 , 37 , 41 , 
43 , 53 , 59 , 61 , 67 , 71 , 73 , 79 , 

79 , 83 , 89 , 97 
என்பவை ஆகும் . அவற்றின் எண்ணிக்கை 25 . 


1 


09 


3 


5 


S 


7 


S 


1 


11 


12 


13 


17 


Z$ 


19 


29 


எண்களின் கொள்கை 


21 


22 


23 


2* 


25 


25 


27 


2$ 


29 


81 


1 


32 


$4 


37 


$3 


41 


1 


43 


*6 


47 


கது 


SY 


52 


53 


54 


கா 


37 


5$ 


59 


5s 


61 


$2 


$$ 


SS 


67 


58 


SS 


7 


71 


72 


78 


15 


79 


s 


1 


83 


$$ 


89 


SI 


82 


Sg 


SS 


87 


IFS 


ter 
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பகா 


10.3 தேற்றம் : பகா எண்களின் எண்ணிக்கை முடிவில்லா 

த்து [ ஈக்குலிட்டின் தேற்றம் ] . 

பகா எண்களின் எண்ணிக்கை முடிவுள்ளது என்றும் , அவை 
al , a , ... an என்றும் கொள்க . எனவே , மற்ற எண்கள் எல்லாம் 
கலவை எண்கள் ஆகும் . அவற்றைப் 

எண்களில் 
குறைந்தது ஒன்றோ வகுக்கவேண்டும் : 
N = ai , aa 

.......... an + 1 என்ற எண்ணை எடுத்துக்கொள்க . 
Nஐ ai , a , 

an என்பவற்றின் ஏதாவது ஒரு பகா 
எண்ணால் வகுத்தாலும் மீதி 1 இருக்கும் . எனவே , N ஒரு கலவை 
எண் அன்று . அது பகா எண்ணாகத்தான் இருக்கவேண்டும் . 
எனவே , பகா எண்களின் எண்ணிக்கை முடிவுள்ளது என்ற 
கருத்துத் தவறு . 


... 


குறிப்பு : N என்ற எண்ணுக்குச் சமமாகவோ, குறைந்தோ 
உள்ள பகா எண்களின் எண்ணிக்கையை * ( N) என்று 
குறிப்போம் . * ( 1 ) = 1 , * ( 2 ) = 2 , * ( 3 ) = 3 , * ( 4 ) = 3 , 
* ( 5 ) = 4 ... * ( 100 ) = 25 என்றாகும் . 
10.4 தேற்றம் : ஒவ்வொரு கலவை 

கலவை எண்ணையும் ஒரே ஒரு 
முறையில் பகாக் காரணிகளாகப் பிரிக்கலாம் . 

N என்ற கலவை எண்ணை எடுத்துக்கொண்டால் அதற்கு , 
N , 1 என்ற எண்களைத் தவிர வேறு காரணிகள் இருக்கவேண்டும் . 
a ஒரு காரணியானால் , 

N := a • b என்றாகும் . 
a, b என்பவை கலவை எண்கள் என்றால் a = c • d , b = e f என்று 
பிரிக்கலாம் . 
. N = 

N = c • d • e • f 
இப்படியே பிரித்துக்கொண்டு சென்றால் கடைசியில் N ஐப் 
பகாஎண்களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கருதலாம் . ஆனால் , 
எல்லாப் 

எண்களும் வெவ்வேறாக இருக்கவேண்டு 
மென்பதில்லை . 

N = p . qb.r ...... 
(இங்கு p ,q , என்பவை பகா எண்கள் . a, b , c என்பவை மிகை 
முழு எண்கள் . ) 
முடிந்தால் , 

N = PA • Qs • RC 

p" . qb . r ...... = PA • Qs . RG 


பகா 


N = 


எண்களின் கொள்கை 
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p என்ற 

எண் pe , qb . rr ... என்ற பெருக்குத் 
தொகையின் வகுபடுமெண்ணாக 

வேண்டும் , ஆனால் p , q , r 
என்பவை பகா எண்கள் . ஆதலால் , P என்ற எண் , மேற்கண்ட 
பகா எண்களில் ஏதாவதொன்றிற்குச் சமமாக வேண்டும் . அதே 
போல் Q , R என்ற 

எண்களும் p • , ( - 1 என்ற பகா எண்களில் 
ஏதாவதொன்றுக்குச் சமமாக வேண்டும் : 


N = pe . qb . . 


... 


- 


pA • q - 1 


... 


A = a என்றால் A = a + k 


p • q5 - PG 


p + k • q . | ... 


ஃ | 


- 


pk • q . | ..... 


அதாவது ) என்பது சமன்பாட்டில் இடக்கைப் பக்கம் உள்ள 
கோவையின் வகுபடுமெண்ணாகும் . இது இயலாத ஒன்று . R = 0 . 


A = u அதேபோல் B = b , C = c என்றாகும் . எனவே , 
கலவை எண்கள் காரணிப்படுத்தல் ஒரே ஒரு முறையில் தான் 
நடக்கும் 


10.5 தேற்றம் : N என்ற எண்ணின் வகுக்குமெண்களின் 
கூட்டுத்தொகையைக் கண்டுபிடிக்க . 


N = p • q . r ... என்ற விதத்தில் பிரிக்கலாம் . 


N- ன் வகுக்குமெண்கள் p , p ... y " , p • q , p q ... , pqr , p q ... 
என்ற முறையில் இருக்கும் . எனவே N- ன் வகுக்குமெண்கள் 

( 1 + p + p " ....... - + pe ) ( 1 + q + q ... + qb ) ( 1 + r + " ..... r ) -. 
என்ற தொடர் பெருக்குத் தொகையின் உறுப்புகள் ஆகும் . 


வகுக்குமெண்களின் கூட்டுத்தொகை தொடர் 
பெருக்கலில் உள்ள எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை 

pa + 1-1 qb + 1-1 rc + 1-1 
p - 1 


. 


இந்தக் கூட்டுத்தொகையில் , 1 , N என்ற இரு எண்களால் அடங்கி 
யுள்ளது நோக்கத்தக்கது . 
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மாதிரி 1 : 480 
480 என்ற எண்ணின் 

வகுக்குமெண்களின் 
கூட்டுத்தொகை , அவற்றின் எண்ணிக்கை ஆகியவற்றைக் 
கண்டுபிடிக்க . 


480 = 25.3 . 5 


வகுக்குமெண்களின் எண்ணிக்கை = ( 5 + 1 ) ( 1 + 1) ( 1 + 1 ) 

= 6. 2. 2 


- 


24 
26-1 


அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 


52-1 
5-1 


- 


3-1 


8 


63 
1 


24 
4 


= 63. 24 


= 1512 


மாதிரி 2 : 12 வகுக்குமெண்கள் உள்ள குறைந்த கலவை 
எண்ணைக் கண்டுபிடி , 


N = 20.36.5- ..... என்று கொள்க : 
இங்கு a + 1 = 3 

b + 1 = 2 

c + 1 = 1 என்றுதான் கொள்ளவேண்டும் . [ a + 1 = 1 , 
5 + 1 = 2 , 2 + 1 = 3 என்று கொண்டால் , குறைந்த கலவை எண் 
கிடைக்காது . ] 


2. 5 = 1 , c = 1 


N = 22 . 31 


. 


51 


= 4.3 . 5 


= 60 


வகுக்குமெண்களின் 


மாதிரி 3 : N 

என்ற எண்ணின் 
பெருக்குத் தொகையைக் கண்டுபிடி , 


N = p • • q5 - * 

என்று கொள்க x என்பது 

N- ன் ஒரு 
வகுக்குமெண் என்றால் N-ம் வகுக்குமெண்ணாகும் . 

அவற்றின் 
பெருக்குத் தொகை = N. 


எண்களின் கொள்கை 
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X 


எனவே ( a + 1 ) [ b + 1 ) ( c + 1 ) என்ற எண்ணிக்கையுள்ள 

N 
வகுக்குமெண்களை x , என்ற விதத்தில் பிரித்தால் , 1 ( a + 1 ) 
( b + 1 ) ( c + 1 ) என்ற ஜதைகள் கிடைக்கும் . அவற்றில் 
ஒவ்வொன்றின் பெருக்குத்தொகையும் N ஆகும் . 

வகுக்குமெண்களின் பெருக்குத் தொகை 
Na (a + 1 ) ( b + 1 ) { c + 1 ) ...... 


ஃ . 


10.6 Q ( N ) என்ற ஆய்லரின் சார்பலன் 

வரையறை : N என்ற எண்ணை எடுத்துக் கொள்க . அதற்குக் 
கீழான எண்களில் N-க்குப் பகாவெண்ணாக உள்ள எண்களின் 
எண்ணிக்கை Q ( N ) என்று குறிப்போம் . 

8 என்ற எண்ணை எடுத்துக் கொள்வோம் . 1 , 5 என்ற 
எண்களே 8 - க்குப் பகா எண்களாகும் . 

. Q ( 6 ) = 2 . 


குறிப்பு : Q ( 1 ) = 1 என்று கொள்வோம் . 


10.6.1 தேற்றம் : Q ( N ) - ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்க . 

N = p ° • qb . r ..... என்று எழுதுக . 

இங்கு ற , q , r என்பவை பகா எண்கள் என்பது தெளிவு . 
N- க்குப் பகா எண்ணாக உள்ள முழு எண் , p , q, r ..... என்ப 
வற்றால் வகுபடக்கூடாது . 

Q ( N ) என்பது , 1 , 2 , 3 ...... N என்ற எண்களில் p , q , r 
என்பவற்றால் வகுக்கப்படாத எண்களின் எண்ணிக்கையாகும் . 
முடிந்தால் , 1 , 2 , 3 , ...- N என்ற எண்களில் p , q , I ... என்ப 
வற்றால் வகுக்கப்படும் எண்களைக் கண்டுபிடிப்போம் . 

N 
p ஆல் வகுக்கப்படும் எண்கள் p , 2p , 3p 

p 
p 


என்பவையாகும் . 

N 
: p ஆல் வகுக்கப்படும் எண்களின் எண்ணிக்கை 


ஆகும் . 


எண்ணிக்கை 


அதேபோல் ( ஆல் வகுக்கப்படும் எண்களின் 
N 
ஆகும் ; 
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எண்களின் எண்ணிக்கை 


மேலும் , pq ஆல் வகுக்கப்படும் 
N 

ஆகும் 
pg 


N 


Σ 


N 

NN 
Σ + ) 
pg 

pqr | 


... 


என்ற தொடரைக் கவனிக்க . 


p 


N- க்குக் கீழான ஓர் எண்ணை எடுத்துக் கொள்க : அதை 
2,9,1 ...... என்ற பகா எண்களில் k = பகா எண்களால் வகுக்க 
N 

N 
முடியுமெனின் - 

-ல் kc , முறையும் , , -ல் kc , முறையும் 
p 

pq 


N 

-ல் kes முறையும் இந்த எண்கள் உண்டு . 
pal 

வரிசையில் , இந்த எண்ணைக் கணிக்கும் எண்ணிக்கை 
kc - kc , + kcg 

1 ( 1-1) 


- 


...... 


- 


1 


N- க்குக் கீழானதும் , அதற்குப் பகு எண்ணாகவும் உள்ள 
எண் இந்த வரிசையில் ஒரே ஒரு முறைதான் கணக்கிடமுடியும் . 


N 


Q ( N) 


= N - 


N 
pq 


N 
pgr 


p 


= N [ 1 


x( 1-3 + + 2 // - 2 » + .....) 
- x(1- 1 ) ( 1 - 4 ) (1-1 ) - 


என்று ஆகும் . 


கிளைத்தேற்றம் 1 : N = a • b என்க . a- யும் b- யும் ஒன்றுக் 
கொன்று பகா எண்கள் என்றால் , 

Q ( N ) = Q ( a) . Q ( b) 


அதேபோல் a , b , c , d என்பவை ஒன்றுக்கொன்று பகா 
எண்கள் என்றால் , 

Q ( a + b + c • d ...... ) = Q ( a ) • Q ( 6 ) • Q ( C ) ...... 
மாதிரி 1 : 360 - க்குக் குறைந்தும் அதற்குப் 

எண் 
களாகவும் உள்ள எண்களின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடி . 


பகா 
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360 = 23 . 32 . 5 


... Q ( 360 ) = 360 ( 1-1 ) ( 1-1 ) ( 1 - 3 ) 


12 

1 
= 860 X 

2 


4 
X 


X 





= 96 


மாதிரி 2 : N- க்குக் குறைந்தும் அதற்குப் பகா எண்ணாகவும் 
உள்ள எண்களின் கூட்டுத்தொகையைக் கண்டுபிடிக்க . 


x < N .. x , N- க்குப் பகா எண் என்றும் எடுத்துக் கொள்க . 

ஃ N - x- க்கும் N- க்கும் பகா எண்ணாகும் . இந்த இரு எண் 
களின் கூட்டுத்தொகை N. 


ஃ Q ( N ) எண்களை இம்மாதிரி 2 (0 ) ஜதைகளாகப் பிரிக் 


கலாம் . 


கூட்டுத்தொகை 


- 


Q ( N ) 

2 


. 


N 


10 • 7 n ! - ல் உள்ள பகா எண் p- ன் அதிகபட்ச அடுக்கைக் 
கண்டுபிடிக்க . 


குறிப்பு : x என்ற கூட்டு 

எண்ணில் 

உள்ள அதிகபட்ச 
முழு எண்ணை [ x ] என்று குறிப்போம் , 
[ 10 ] = 10 ; [ 91 ] 9 என்றாகும் . 

2.3 


n ! 


. 


p > n என்றால் n ! - ல் உள்ள ஓர் எண்ணும் ஆல் வகுபடாது . 


p < n என்று இருக்கவேண்டும் . 
p ஆல் வகுபடும் ! .ல் உள்ள காரணிகள் 


p , 2p , 3p 


( 3 ) - 


n ! - ல் p . ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 


( H ) 


-ல் p- ன் 


- 


p [9 ] .1.2 


அதிகப்பட்ட அடுக்காகும் . 
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இப்போது , 


1. 2,3 


| -ல் ஆல் வகுபடும் காரணிகள் 


p , 2p , 32 


-- 
- [ F ) - 

-- ) 
[ * ] 

(F ) ல் நான் 


* . 1. 2.3 


-ல் p . ன் அடுக்கு 


p- ன் அடுக்காகும் . 


p 


1 


2.3 


n !. ல் p- ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு . 
[f ] * [ p ] 

-ல் p- ன் 

1. 2 
அதிகப்பட்ட அடுக்கு . 


. 


இப்படியாக நடத்தும்போது 


F ) 


= 0 


என்று இருக்கும்படி k என்ற மிகை முழு எண் இருக்கும் . 


n ! - ல் p . ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 


= [ ] + [F ) - + ( * ) 
( இங்கு ( 


. 


= 0 என்றாக வேண்டும் . 


மாதிரி 1 : 5001- ல் 3.ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கைக் கண்டு 
பிடிக்க . 


166 


500 


( 9 ] 

] 
[ 9 ) 


- 


55 


* 


18 
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6 


( 9 ) 
( 3 ) 
( ) 


1 


500 
36 


3 


0 


500 ! -ல் 3 - ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 


= 166 + 55 + 18 + 6 + 1 + 0 


= 246 


கடைசியில் 


உள்ள 


பூச்சியங்கள் 


மாதிரி 2 : 591.ன் 
எவ்வளவு ? 


அடுக்கைக் 


கண்டு 


2 , 5 என்பவற்றின் அதிகப்பட்ட 
பிடிப்போம் . 


29 , 


= 7 


[ 2 ] [ 59 ) - 14 ( 5 ) - 
( 39 ) - 3 ( 3 ) 


1 


2 - ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு = 29 + 14 + 7 + 3 + 1 


| = 54 


59 
52 


[ * ] 

] = 11 , [ 


] 


= 


2 


- 


11 --- 2 


= 13 


5 - ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 
10 - ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 


= 13 


59 ! என்ற எண் 13 பூச்சியங்களைக் கடைசியில் கொண் 
டிருக்கும் . 

10.8 தேற்றம் : அடுத்தடுத்த Y முழு எண்களின் பெருக்குத் 
தொகை ! ஆல் வகுபடும் . 

( n + 1 ) , ( n + 2 ) ...... ( n + r ) என்று அடுத்தடுத்த ‘ முழு 
எண்களை எடுத்துக்கொள்க . 
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அவற்றின் பெருக்குத் தொகை 


( n + r ) ! 


= ( n + 1 ) ( n + 2 ) 


( n + r ) 


- 


n + r ! 
ஆனால் 

n!! 


= ( n + r ) er 


முழு எண் . 


( 1 + 1 ) . ( n + 2 ) ...... ( n + r ) என்ற பெருக்குத் தொகை 
7 ஆல் வகுபடும் . 


10.9 ஒருங் கிசைவு ( Congruence ) 

m என்ற மட்டைப் ( Modulus ) பொறுத்து , a , b என்ற முழு 
எண்கள் ஒருங்கிசைவு அடைந்தால் , 


a - b = km என்று இருக்க வேண்டும் , இங்கு k ஒரு முழு 
எண் ஆகும் . 


a - b = 0 ( மட்டு m ) 
அல்லது a = b ( மட்டு mi ) என்று குறிக்கலாம் . 

25 = 7 ( மட்டு 3 ) என்பது சரியென்பதை 
" நோக்குக . 

அதன் சில தன்மைகளை நோக்குவோம் . 
தன்மை 1 : 

a = b ( மட்டு m ) ay = b1 ( மட்டு m ) 


என்றும் k , 1 என்பவற்றை முழு எண்கள் என்றும் கொண்டால் , 


ka + la , 2 kb , + 1b , ( மட்டு m ) என்றாகும் . 


a = b ( மட்டு m ) 


a -b = Am . 


ka - kb A km 
ray = b7 ( மட்டு m ) ஃ uy - b , = lm . 

ஃ lay - 15 , = un 
ஃ ( ka + lai ) - ( kbi + 1b ) = ( Ak + u ) m 
ஃ ( ka + la = ( kb + 1b ) ( மட்டு Im ) 


எண்களின் கொள்கை 
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கிளைத்தேற்றம் 
தன்மை 1 : a = b ( மட்டு m ) 

a = b , ( மட்டு ) 
a + a , = b + b , ( மட்டு m ) 
a - a = b - b . ( மட்டு m ) 


தன்மை 2 : a = b ( மட்டு m ) 

ay = b : ( மட்டு m ) என்றால் 
atly 

b b , ( மட்டு m ) என்றாகும் . 
a = b ( மட்டு in ) 

= b + Am 


- 


a 


uy = b . ( மட்டு m ) at = 5 , + In 
a a ; = b b , + uhu + Ab , 11 + Alm 2 


= b b , + m ( ub + mAh , + Aum ) 


aai = b b , ( மட்டு Im ) 


தன்மை 3 : 


a x = b x ( மட்டு 1 ) என்றால் 


a = b 


மட்டு " ) 


இங்கு h என்பது x- க்கும் , 11 - க்கும் உள்ள அதிகப்பட்ட 
பொதுக் காரணி ஆகும் . 


x = ph 


m 


- 


q 


இங்கு p- யும் 4 - வும் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாக இருக்க 
வேண்டும் . 


a x = b x ( மட்டு 1 ) 


5 x 


- 


A m 


a ph - bph = A ! 


4 


- 


P 
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எண் 


என்பதால் a - b ஐ 4 வகுக்க . 


4 , p- க்குப் பகா 
வேண்டும் . 


a - b 


Hg 
a = b ( மட்டு g ) 


b ( மட்டு " ) 


u 


= b 


( மட்டு m ) 


என்பதைக் 


குறிப்பு : h = 1 என்றால் 
கவனிக்க . 


மாதிரி 1 : ஒரே எண் 3 ஆல் வகுபட வேண்டுமெனின் 
அதற்கான நிபந்தனை 

N a + 105 + 1000 + 10000 என்போம் . 
10 

1 ( மட்டு 3 ) 
100 +1 ( மட்டு 3 ) 
1000 = 1 ( மட்டு 3 ) 
N = a + 105 + 100 c + 1000d 

= a + b + c + d ( மட்டு 3 ) 
a + b + c + d என்பது 3 ஆல் வகுபட்டால் N ஐ 3 ஆல் 
மீதி இன்றி வகுக்கலாம் . 


மாதிரி 2 : 


11 ஆல் வகுபட வேண்டிய நிபந்தனை 


N 


= a + 10 b + 100c + 1000 d 


- 


10 = -1 ( மட்டு m ) 
100 = 1 ( மட்டு 1 ) 
1000 -1 ( மட்டு !7 ) 

a + 10b + 100 c + 1000d 
= a - / + c -d ( மட்டு m ) 
d b + c d 

என்பது 11 ஆல் 
N, 11 ஆல் மீதி இன்றி வகுபடும் . 


N 


- 


வகுபட்டால் , 


9 


மாதிரி 3 : 5 , 4 , 3 , 2 

என்பவற்றால் வகுபடும் போது 
முறையே 4 , 3 , 2 , 

, , 1 என்பவற்றை மீதிகளாகக் கொண்ட 
எண்களைக் கண்டுபிடி 


ப 
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எண்ணை N என்போம் . 

N = 4 ( மட்டு 5 ) = -1 ( மட்டு 5 ) 
N = 3 ( மட்டு 4 ) = -1 ( மட்டு 4 ) : 
N = 2 ( மட்டு 3 ) = -1 ( மட்டு 3 ) 
N = 1 ( மட்டு 1 ) = -1 ( மட்டு 2 ) - . 

N = -1 ( மட்டு 1 , 2 , 3 , 4 , 5 என்பவற்றின் 
குறைந்தபட்சப் பொதுமடங்கு ) 

= -1 ( மட்டு 60 ) 
N = 60 K - 1 


எனவே , மிகக் குறைந்த எண் = 59 


மாதிரி 4 : 31000 ஐ 10 ஆல் வகுக்கும்போது கிடைக்கும் 
மீதியைக் கண்டுபிடி . 


32 = 9 

-1 ( மட்டு 10 ) 
ஃ . 31000 

( 3 ) 00 
= ( -1 ) 

( -1 ) * ! * ( மட்டு 10 ) 
1 ( மட்டு 20 ) 


எனவே மீதி 1 என்றாகும் . 


கிடைக்கும் 


மாதிரி 5 : 2 * " ஐ 47 ஆல் வகுக்கும்போது 
மீதியைக் கண்டுபிடி . 


= 


32 


= -15 ( மட்டு 47 ) 
210 = ( -15 ) * ( மட்டு 47 ) 
= 225 ( மட்டு 47 ) 

- 10 ( மட்டு 47 ) 
24 ° = 100 ( மட்டு 47 ) 

6 * ( மட்டு 47 ) 
20 = -36 ( மட்டு 47 ) 


13 
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245 

-540 ( மட்டு 47 ) 
2 = 2 ( மட்டு 47 ) 
246 = 1080 ( மட்டு 47 ) 

( மட்டு 47 ) 
.. மீதி 1 ஆகும். 


10.10 தேற்றம் : 

X1 , x + a , x + 2a , ... x + n - la என்ற 
கூட்டுத்தொடரில் உள்ள n உறுப்புகளை n ஆல் வகுத்தால் 
கிடைக்கும் மீதிகள் 0 , 1 , 2 ... 

( இங்கு n , a- க்குப் பகா எண்ணாக வேண்டும் . ) 

x + pa , x + qa 660TD எண்களை ஆல் வகுக்கும் போது 
கிடைக்கும் மீதி ஒன்றாகவும் அதை என்றும் கொள்க . 


அதாவது X + pa 


- 


An + r 


X + qa = Ilntr 
ஃ ( 

( p - q ) a = ( A + 1 ) 1 


p -q < n . 

11 , a ஆல் வகுபட வேண்டும் . 
ஆனால் 1 - ம் a- ம் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்கள் . 


n + pa , n + qa என்ற எண்களை I : ஆல் வகுக்கும் போது 
கிடைக்கும் மீதி வெவ்வேறாக இருக்கும் . எந்த மீதிகளும் 7 - க்குக் 
குறைவாகவே இருக்கவேண்டும் . 


n , n + a ... 11 + n -1 a என்ற n . உறுப்புகளை n ஆல் 
வகுக்கும்போது கிடைக்கும் மீதிகள் வெவ்வேறானவையாக இருக்க 
வேண்டும் . 


அவை 0 , 1 , 2 , n 


1 


என்றுதான் 


இருக்கவேண்டும் 


மாதிரி 1 : N் என்ற எந்த எண்ணும் 7p அல்லது 7p + 1 
என்ற வடிவிலேயே இருக்கும் . 

N என்ற எந்த எண்ணையும் 7 ஆல் வகுத்தால் கிடைக்கும் 
மீதிகள் 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 என்று இருக்கவேண்டும் . 

N = 7m அல்லது 7m + 1 அல்லது 7m + 2 அல்லது 7m + 3 
அல்லது 7m + 4 அல்லது 7m + 5 அல்லது 7m + 6 . 


எண்களின் கொள்கை 
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- 


- 


N * = 


- 


= 7m அல்லது 7m = 1 அல்லது 7m = 2 அல்லது 7m = 3 
ஐ ( 7m + r ) " ( 7m ) == 3 ( 7m ) r + 3 ( m ) r2 + r * 

M ( 7 ) +7 

( 7m ) = 0 ( மட்டு 7) 
அல்லது N8 ( 7m + 1 ) * = + 1 ( மட்டு 7 ) 
அல்லது NS = ( 7m + 2 ) : = + 26 ( மட்டு 7 ) 

= + 1 ( மட்டு 7 ) 
அல்லது N3 = ( 7m + 3 ) = + 27 ( மட்டு 7 ) 

= = 1 ( மட்டு 7 ) 
எனவே N * = + 1 ( மட்டு 7 ) 

அல்லது = 0 ( மட்டு 7 ) 

N * = 7p அல்லது 7p + 1 என்றுதான் இருக்க 
வேண்டும் . 


10-11 வெர்மாட்டின் தேற்றம் ( Fermat s Theorem ) 

p என்பது ஒரு பகா எண்ணாகவும் , p- க்குப் பகா எண்ணாக 
a- யும் அமைந்தால் , 

at 1-1 என்பது 2 ஆல் வகுபடும். 


முதல் முறை : 1 என்பது ஒரு பகா எண் எனின் ncr ஐ 
17 ஆல் வகுக்க முடியுமென்று கண்டோம் . 


( a + 1 ) P = up + per ap 1 + pcs ab - c ... + pcp_ja + 1 


= pc ar 1 


+ pcs 


( a + 1 ) - a - 1 

ap -c 

pep - 1a 
p என்பது ஒரு பகா எண் என்பதால் , pe ) , pcs ....-- pcs - i 
என்பவை ற ஆல் வகுபடும் . 


( a + 1 ) - ap - 1 = p- ன் மடங்கு ஆகும் . 
(a + 1 ) = a +1 ( மட்டு ) 


ஃ . 


a = ( a 


1 ) P + 1 ( மட்டு p ) 


( a - 1 ) = (a 2 ) +1 ( மட்டும்) 

3p = 2P + 1 ( மட்டு p ) 
2h = 19 + 1 ( மட்டு p ) 


a ( ap - 1 


- y .. 


( x + y ) P = x + pc xp - 1 

| + PCP - 1 xy) - 
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நவ இயற்கணிதம்: 
a ? + ( a - 1 ) + SP + 2 = ( a - 1 ) P + .( a - 2 ) 

..... 20 + 1 / + ( a - 1 ) ( மட்டு p ) 
ap = 19 + a - 1 ( மட்டு p ) 

( மட்டு P ) . 
ap - a , p ஆல் வகுபடும் . 

1 ) , p ஆல் வகுபடும் . 
a , p- க்குப் பகா எண் . ஃ ap • 1 -1 - 

1 = ம ( p ) 
இரண்டாவது . முறை . 

+ y 
pci , pcs pcp - 1 என்பவை p ஆல் வகுபடும் . 

ஃ ( x + y ) = x + y ) ( மட்டு p ) 
( x + y + 2 ) = ( x + y ) P + z ? ( மட்டு p ) 

= ( xP + yP + zP) ( மட்டு p ) 
இப்படிச் செய்யும்போது 
* (x + y + z i... + w ] ? = txP + yP + z ? ...... + w ( மட்டு ) 

= m = 1 என்க . 
x , y, z | ய என்ற a எண்களை எடுத்துக் கொள்க . 

aP = d ( மட்டு p ) 

a , p . க்குப் பகா எண் என்பதால் aP -1 = 1 ( மட்டு p ) 
- மூன்றாவது முறை : a , 24 ...... ( p 1 ) a என்ற எண்களை 
- ஆல் வகுத்தால் கிடைக்கும். மீதிகள் 1 , 2 ...... p - 1 என்றாகும் . 
a , 2a ; 3a 

( p - 1 ) a = 1.2 ...... p -1 ( மட்டு p ) 
( p |- 1 ) ! aP - 1 = ( p - 1 ) ! ( மட்டு p ) 
( p - 1 ) ! ( ap - 1 - 1 ) என்பது p ஆல் வகுபடும் . 
( p - 1 ) ! p ஆல் வகுபடாது . 

aP - 1 - 1 , p ஆல் வகுபடும் . 
10.11.1 வெர்மாட் தேற்றத்தின் பொது உருவம் ( Generalisation 

of Fermat s theorem )) 

n ஐ ஏதாவதோர் எண்ணாகவும் , a- யை அதற்குப் பகா எண்ணா 
கவும் கொண்டால் , 

aon ) = 1 ( மட்டு n ) என்று நிரூபிக்க . 


. 


( 


: எண்களின் கொள்கை 
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n .க்குக் குறைவாகவும் , அதற்குப் பகா எண்ணாகவும் உள்ள 
எண்களை 


C 


ay , a , ..... da ( n ) 

என்க . 
& i arai . a - as ...... a • _a @ tn) என்ற பெருக்குத் தொகையைக் 
கவனிக்க , 


a - ar ஐ n ஆல் வகுத்தால் கிடைக்கும் மீதி R என்க . 


. 


ar ar = An + R. 


a , a , என்பவை n- க்குப் பகா எண் என்பதால் R. ம் .க்குப் 
பகா எண்ணாக வேண்டும் . 


a - a , என்ற பெருக்குத் தொகையை n ஆல் வகுத்தால் R 
என்ற அதே மீதி கிடைத்தால் 


a • as = 


u . n + R 


a ( ar - as ) = ( A - H ) n 


a , n- க்குப் பகா எண் . a ;, 0 , என்ற இரண்டும் n- க்குச்சிறியவை .. 


a ( ar - as ) + ( A - r ) n . 


a - as , R என்ற அதே மீதியைக் கொடுக்கமுடியாது . 


n 


ai , 


ஆல் 


a . 

a2 , ...... a • IQn) என்பவற்றை 
வகுக்கும் போது கிடைக்கும் மீதிகள் 

Ri , R , Ran)) 


அவை யாவும் • n - க்குப் பகா எண்களே . 


அவை ai , a , ... aQ (? ) - க்குச் சமமாக வேண்டும் . 


a • ai , a • 


az ..... a • da ( n) 


= ai aa 


dQn)) ( மட்டு n ) 


aan) = 1 ( மட்டு n ) 


கிளைத்தேற்றம் : P என்பது பகா எண் . 

Q ( p ) = p - 1 


ar - 1 = 1 ( மட்டு p ) 
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10.12 6976050fl bir Csöpi ( Wilson s Theorem) 

p என்பது பகா எண் எனின் ( p - 1 ) ! + 1 என்பது ) ஆல் 
வகுப்படும் . 

p என்பது பகா எண் என்பதால் , அதற்குக் குறைந்து 1 , 2 , 3 
p - 1 எண்களில் ஏதாவதொன்றை என்க . 

.. X , 2x , 3x ( p 1 ) x என்பவற்றை ஆல் வகுக்கும் 
போது கிடைக்கும் மீதிகள் 3 , P 

1 என்பவை 
ஆகும் . 


1,2 , 


X , 2x , 3x 

( p - 1 ) x என்பவற்றில் 
என்ற எண்ணை 

p ஆல் வகுக்கும்போது மீதி 
என்றாகட்டும் . 


1 


, 


rx = 1 ( மட்டு p ) 
T = x என்றால் = 1 ( மட்டும்) 

ஃ x2 - 1 = 0 ( மட்டு p ) 
( x + 1 ) ( x - 1 ) = 0 ( மட்டு ) 

x < p என்பதால் 
+ 1 = p x - 1 = ( ) என்றுதான் இருக்கவேண்டும் . 

x = p - 1 அல்லது 1 
1 , p - 1 என்ற இரு எண்களைத் தவிர்த்து , மீதமுள்ள 

3 
2 , 3 , 4 -- . p - 2 என்ற p - 3 எண்களை , ஜதைகளாகப் 

2 
- பிரித்து , அங்குள்ள ஒவ்வொரு ஜதையிலுமுள்ள உறுப்புகளின் 
பெருக்குத் தொகை = 1 ( மட்டு p ) என்றாகும் : 

3 p 

1 ( மட்டு p ) 
1. ( p - 1 ) = -1 ( மட்டு p ) 

, ( p - 1 ) ! = - 1 ( மட்டு p ) 
... ( p - 1 ) ! + 1 0 ( மட்டு p ) 


--- 


* 


10:13 இலேக்ராஞ்சின் தேற்றம் ( Lagrange s Theorem ) 

p ஒரு பகா எண் என்றும் 

( x + 1 ) ( x + 2 ) ( x + p - 1 ) xp - 1 + A , -- 2 
+ A - 2 x + As - 1 என்றும் அமைந்தால் A1 , A ,, ..... As- , 
என்பவை எல்லாம் ஆல் வகுபடும் . 


எண்களின் கொள்கை 
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( x + 1 ) ( x + 2 ) 


( x + p - 1 ) = xb - 1 + A 


As - 1 . 


x = x + 1 என்க . 


... ( x + 2) (x + 3 ) 


(x + p ) = ( x + 1 ) p - 1 
+ A ( n + 1 ) - 3 Ap- 


...... 


1 


( x + 1 ) ( x + 2 ) .. ( x + p ) = ( x + 1 ) [ ( x + 1 ) -1 

+ A1 ( x + 1 ) p- 2 ...... + A 
= { x + 1 ) P - 1 + A ( x + 1 ) P - 1 ....... As - 1 ( x - 1 ) 
... ( x + p) [xP - 1 + A P- 2 ... + Ap - 2 x + Ap - 1 ] 
( x + 1 )P + A ; (x + 1 ) P - 1 ...... + A- ( x + 1 ) 

+ As - 1 ( x + 1 ) 
+ A. xP - 1 + AL , x + Applx + pxp - 1 

+ p As - 8 x + pAs - x + pAs- ! 
- ( x + 1 ) P + Ai ( x + 1 ) P - 1 ! ... + As- ) ( x + 1 ) * 

+ A - 1 ( x + 1 ) ; 


2 


எனவே 


[ ( x + 1 )P -- xP ] + 41 [ ( x + 1) P- - x p - 1 ] 


+ A , [ ( x + 1 ) - - x - ] + Ap - 1 [ ( x + 1 ) - x ] 
= pxp - 1 + 

+ p Ap- , x + p Ap - 1 . 


மேலுள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து , xP- , xp - 8 ... என்பவற்றின் 
குணங்களைச் சமன்படுத்து . 

PA1 = pc , + ( p - 1 ) 1 A , 
PA , = pc , + ( p -- 1 ) c , A1 + ( p -- 2 ) CA , ... ( 2 ) 
p Ap - 1- 1 1 + A1 + A. .... + Ap - 1 

1 ) 


... ( 1 ) 


- 


p என்பது பகா எண் என்பதால் , ( p - 1 ) c1 , ( p - 2 ) ,. 
( p - 3 ) 

என்பவை p ஆல் வகுபடாது . 
எனவே ( 1 ) சமன்பாட்டிலிருந்து A ) , அதை உபயோகப் 
படுத்தி ( 2 ) சமன்பாட்டிலிருந்து A ,, - Ap- , என்பவை p ஆல் 
வகுபடும் : 
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கிளைத்தேற்றம் 1 : தேற்றத்தில் உள்ள n = 0 என்றால் 

( p - 1 ) ! = Ap - 1 
n = 1 எனின் 

2. 3 ... p = 1 + A + Ay * + Ap - 1 
ஃ Ap - 1 + 1 = p! - (A1 + A , ... + Ap - 9 ) 
( p - 1 ) ! + 1 = p! - ( A ] + A , ... + A. , ) 
pl , p ஆல் வகுபடும் . 
( A + A , . + Ap ... ) p ஆல் வகுபடும் . 
ஃ ( p 

( p - 1 ) ! + 1 , p ஆல் வகுபடும் . 
இதுவே வில்சனின் தேற்றம் . 
( x (x + 1 ) ( x + 2 ) - ( x + P : - 1 ) = x ( xp - 1 + Arxs - 1 ... 

+ Ap - 7 x + Ap - 1 ) 
4 s = x2 + Axx " > ... + Ap- 7 x " + Ap =1x 
< = [ x ? -x ) + [ Aix + + + + Apr z x " + ( Ap - 1 + 1 ) x ] 

x , ( x + 1 ) ...... ( x + p – 1 ) என்ற அடுத்தடுத்த p . முழு 
எண்கள் ஆல் வகுபடும் . 

A1 , A ,, ... An - 2 , ஆல் வகுபடும் . 
App + 1 - ம் p ஆல் வகுபடும் ; 
ஃ xp - x , p ஆல் வகுபடும் . 
xp - x = 0 ( மட்டு p ) இதுவே வெர்மாட்டின் தேற்றமாகும் . 


ஆல் வகுபடுமெனக் 


மாதிரி 1 : 18 ! + 1 என்பது 437 
-காண்பி . 


19 ஒரு பகா எண் என்பதால் 
( 19 - 1 ) ! + 1 = 0 ( மட்டு 19 ) 

18 ! + 1 = 0 ( மட்டு 19 ) 
23 ஒரு பகா எண் என்பதால் , 
22 ! + 1 = 0 ( மட்டு 23 ) 
22 • 21 • 20 • 19 . ( 18 ! ) + 1 = 0 ( மட்டு 23 ) 
( 23 - 1 ) ( 23 - 2 ) ( 23 -3 ) ( 23 - 4 ) 18 ! + 1 = 0 

( மட்டு .23 ) 
( மடங்கு 23 + 1 : 2 • 3 • 4 ) • 18 ! + 1 = 0 ( மட்டு 23 ) 

: ) 


எண்களின் கொள்கை 
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( மடங்கு 23 + 1 ) 18 ! + 1 = 0 ( மட்டு 23) 
( மடங்கு 23 18 ! + மடங்கு 23 + 181 + 1 = 0 ( மட்டு 23 ) 

18 ! + 1 = 0 ( மட்டு 23 ) 
18 ! + 1 = 0 ( மட்டு 23 x 19 ) 

= 0 ( மட்டு 437 ) 
10-14 தேற்றம் : என்பது பகா 

என்றால் , 
( a + b ) - ன் விரித்தலில் ( expansion ) உள்ள உறுப்புகளின் 
குணகங்களில் முதல் , கடைசிக் குணங்களைத் தவிர , மற்றவெல்லாம் 
n ஆல் வகுபடுமென நிரூபி , 
( a + b ) -ன் விரிவில் உள்ள உறுப்புகளின் குண கங்கள் 

1 , 2 .. ( n - 1 ) 
n (it - 1 ) ....... ( n. -- I + 1 ) 


1. 


எண் 


= L.CIT 


• ( n - 1 ) . . ( n - 1 + 1 ) என்பது - அடுத்த அடுத்த எண் 
களின் பெருக்குத் தொகை , எனவே , அது | 1 ஆல் 

/ ஆல் வகுக்கப் 
படும் . ஆனால் n ஒரு பகா எண் . மேலும் / < n 

ஃ ( n - 1 ) ( n - 2 ) • • ( 1 – / + 1 ) என்பது 
வகுபடும் . 
(n - 1 ) ( n - 21 ... - 1 ) 
| 

ஒரு முழு எண் 

= K என்க . 
= n . 


| r ஆல் 


, 


குணகம் 
குணகம் 


= K 


. 


ஒவ்வொரு குணகமும் 11 ஆல் வகுபடும் . 


பயிற்சிக் கணக்குகள் 
50.ல் 2 , 7 என்ற எண்களின் அதிகபட்ச அடுக்குகளைக் 
கண்டுபிடி . 

2 : | 1000.ல் 7 என்ற எண்ணின் அதிகபட்ச அடுக்கைக் 
கண்டுபிடி . 

3. f3 ( !! + 1 ) ( 2 n + 1 ) என்பதை 6- ன் மடங்கெனக் 
காண்பி . 

n என்பது ஒற்றைப்படை எண் என்றால் ( 2 + 3 ) 
( n + 7 ) என்பது 32 - ன் மடங்கென நிரூபி , 
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1 + 7 2 " + 1 


- 


. 


. 


- 


-- 


5 . 

ம ( 8 ) ( multiple of 8 ) என்று காண்பி . 
8. 192n 1 

= ம ( 360 ) எனக் காண்பி . 
7. 3 - க்கு அதிகமான பகா எண்ணாக 1 

எடுத்துக் 
கொண்டால் / { n * - 1 ) ( n " - 4 ) = ம ( 360 ) என நிரூபி . 

8. 11 - க்கு 4 - யும் 6 - யும் பகா எண் எனின் an_1 - 1 
ம ( II ) என நிருபி . 
9. 11 

ம ( 42 ) எனக் காண்பி . 
10. m- ம் 11 - ம் 

பகா எண்கள் என்றால் 

+1 
ம ( mn ) என நிரூபி . 
11. எந்த எண்ணின் 4 

4 

ஆவது மடங்கு , 5 m அல்லது 
5 n + 1 என்ற வடிவில் அமையுமெனக் காண்பி . 

12. எந்த எண்ணின் 8 ஆவது மடங்கு , 17 m அல்லது 
17m + 1 என்ற வடிவில் இருக்குமென நிரூபி . 

13. 6 வகுக்குமெண்கள் உள்ள மிகக் குறைந்த எண்ணைக் 
கண்டுபிடி . 

( விடை 12 ) 
20 வகுக்குமெண்கள் 

கொண்ட 

மிகக் குறைந்த 
எண்ணைக் கண்டுபிடி . 

( விடை 240 ) 
15. 100 - க்குக் குறைந்தும் அதற்குப் பகா எண்ணாகவும் உள்ள 
முழு எண்களின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடி . ( விடை 39 ) 

16. N > 2 } என்ற எண்ணுக்குக் குறைவாகவும் அதற்குப் 
பகா எண்ணாகவும் உள்ள முழு 

எண்களின் எண்ணிக்கை 
ஒன்றையும் சேர்த்து , ஓர் இரட்டைப் படை எண் எனக் காண்பி . 

NV 
மேலும் , அந்த எண்ணிக்கை பில் பாதி எண்கள் -க்குக் குறை 

3 
" வாக இருக்குமென நிரூபி . 

= 0 ( மட்டு 13 ) எனக் காண்பி . 
18 . 

+ 2 • 43n + 1 ம ( 17 ) என நிரூபி . 
19 . 11 - க்குக் குறைவாகவும் அதற்குப் பகா எண்ணாகவும் உள்ள 


14 . 


-- 


17 . 


1 


4 21 


+ 3 + 2 


34n + } 


11. 


எண்களின் ( ஒன்றையும் சேர்த்து ) கூட்டுச் சராசரி 


எனக் 


2 


காண்பி . 

20 . பாடன் வெவ்வேறான வகுக்குமெண்கள் 
என்றால் 

( ar ) = // என திருபி . 


எண்களின் கொள்கை 
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பிற்குறிப்பு 


1. மட்டு n உள்ள முழு எண்களின் வளையம் 

( A ) [a = b ( மட்டு n ) என்றால் a - b , 11 ஆல் வகுபடவேண்டும் . 
இப்போது n மட்டைப் பொறுத்து b- க்குச் சர்வசமமாக a 
இருக்கிறது என்போம் ( a is congruent to b modulo n ] ] 

தேற்றம் : n மட்டைப் பொறுத்துச் சர்வசமனின்மை 
ஒரு 
சமத்தொடர்பென நிரூபிக்க , 

1 ; a தனக்கே n மட்டைப் பொறுத்துச் சர்வசமமென்பது 
தெளிவு . 


2 , a = b ( மட்டு H ) என்றால் a - b = ம ( n ) . எனவே b - I- யும் 

ம ( n ) ஆகும் . 


b = a ( மட்டு n ) 


3. anb ; boc என்றால் a = b ( மட்டு n ) ; b = e ( மட்டு ) 


a- h = All ; 


b- c = unt 


( இங்கு 7 , 4 என்பவை முழு எண்களே ) 


: a - b + b - c = ( A + An 


a = c ( மட்டு 1 ) 


( B ) தேற்றம் : a = b ( மட்டு 1 ) ; c = d ( மட்டு n ) என்றால் 
< a + c = b + d ( மட்டு n ) ; ac = b1 ( மட்டு ) என்று கூட்டலையும் , 
பெருக்கலையும் வரையறுக்க . அப்போது 11 மட்டைப் பொறுத்து / 
என்ற முழு எண்களின் தொகுதியின் சமத் தொடர்புள்ள கணங்கள் 
எல்லாம் , ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமென நிரூபிக்க . 

n . ஐப் பொறுத்துச் சமத்தொடர்பு கணம் [ k ] கீழ்க்கண்டவாறு 
வரையறுப்போம் . 

[ k ] = { x ; x EI , x = lk ( மட்டு n ) } 
[ k ] + [ l ] = [ k + l] 

[ k ] . [ l ] [ kl ] என்றாகும் . 
{ 1 ) [ k ] + [ l ] [ l ] + [ k ] ( ஏனெனில் இரண்டும் 

[ k - ] - க்குச் சமம் . 
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நவ இயற்கணி தம் 


* 


= 


.. 


-- 


( 2) ( [ k ] + [ l ] ) + [ m ] = [ k + l ] + [m ] 

[ k + 1 + m ] 
[ k ] + [ [ l] + [ m ] [k ] + [l + m ] 

: [ k + l + m ] 
ஃ ( [ k ] + [ 1 ] ) + [ m ] = [ k ] + [ [ l ] + [m ] ) 
( 3 ) [ 0 ] என்ற கணத்தை எடுத்துக் கொள்க . 
[ k ] + [ 0 ] = [ k ] 

[ 0 ] என்பது பூச்சிய உறுப்பாகும் . 
( 4 ) [ k ] என்ற கணத்திற்கு [ -k ] கணத்தை எடுத்துக் 

கொண்டால் 

[ k ] + [ -k ] [ 0 ] 
( 5 ) ( [ k ] . [ l ] ) . [ m] [ kl ] . [ m ] 

[ kin ] 
[ k ] . [ [ l] [ m ] ) = [ k ] . [ / m ] 

[ klm ] 
ஃ ( [k ] [ l]) [ m ] = [ k ] . [ [ l] . [ m ] ) 
( 6 ) ( [ k ] - [ [ l ] + [ m ] ] = [ k ] . [ l + m ] 

[ k ( l + m ) ] 
[ kl + km ] 
[ kl ] + [ km ] 

[ k ] . [ l ] + [ k ] [ m] 
( 7 ) [ k ] . [ 1 ] = [ kl ] 
[ l ] , [ k ] = [ lk ] 

k / = lk 
* [ k ] . [ l ] = [ 1 ] - [ k ] 
( 8 ) [ 1 ] என்ற கணத்தை எடுத்துக்கொள்க. 

[ k ] . [ 1 ] [k ] 
[ 1 ] . [ l ] = [ l ] என்பதால் 

[ 1 ] என்பது ஒருமை உறுப்பாகும் . 
எனவே , 

m மட்டைப் பொறுத்துச் சமத்தொடர்புள்ள 
கணங்கள் யாவும் , ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமென்பது 
தெளிவு . இதை I ( m ) எனக் குறிப்போம் . 


- 


- 


- 


தமிழ்நாட்டுப்பாடநூல்நிறுவனம் 


சென்னை 


1971ஜூலைவரைவெளியிட்டுள்ள 


நூல்கள் 


காசி. 


சி.வேலாயுதம் 


டாக்டர்எம்.ஜே.கே.தவராஜ் 


பொருளாதாரம் *1.பொருளாதாரம்-1 
*1.AL 

II 
*2. 

சோவியத்பொருளாதாரவளர்ச்சி *3.அமெரிக்கப்பொருளாதாரம் *4.பொருளாதாரச்சிந்தனைவரலாறு *5.பன்னாட்டுவாணிபம் 6.புதுமைப்பொருளாதாரக்கூறுகள் 7.பொருளாதாரம்ஓர்அறிமுகம்-1 8. 





650 900 425 450 700 600 1200 1200 


சோணாசலம் மு.ஆரோக்கியசாமி திருமதிஆர்.தாமரஜாட்சி தி.சி.மோகன் எம்.ஏ.அபூர்வசாமி, 

பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் க.முத்தையன் 
சிவேலாயுதம் 
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... 


9பொருளாதாரக்கோட்பாடுவளர்ந்தவரலாறு *10.பணவியலும்பாங்கியலும்-1 
*11. 

II 12.நவீனபாங்குஇயல் *13.இந்தியச்செலாவணியும்பாங்குமுறையும் *14.அரசாங்கநிதிஇயல் 

*மூலநூல்(OriginalBook) 


1075 700 675 1150 500 550 475 


க.வெற்றிவேல் பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் அர.சேஷாசலம் 


ரூ.காசு. 


பொருளாதாரம்-(தொடர்ச்சி) 15.இந்தியப்பொருளியல்--1 

எம்.பாலசுப்பிரமணியன் 16.II 

எம்.லூர்துநாதன் 17.நமதுபொருளாதாரப்பிரச்சினை-1 

சி.சுந்தரராஜன் 18. 

II 

எஸ்.குழந்தைநாதன் 19.இங்கிலாந்தின்பொருளாதாரவரலாறு-1 

கீ.சீ.இராமசாமி 20. 

II 21.அமெரிக்காவின்நவீனபொருளாதாரவளர்ச்சிதி.சி.மோகன் 22.அமெரிக்கப்பொருளாதாரவரலாறு-1 

மு.க.சுப்பிரமணியம் 
23. 

II 

பி.வி.சீனிவாசன் 24. 

III 25.அரசாங்கநிதியியலின்பொருளாதாரம்-1 மா.குமாரசாமி 
26. 

II 

அர.சேஷாசலம் இந்தியாவின்பொருளாதாரவளர்ச்சி-1 

தே.வேலப்பன் 
28. 

II 

ஜி.சிதம்பரம் 29.பணம்-சிறுவிளக்கம் 

கோ.இராதாகிருஷ்ணன் *30.வணிகஇயலின்தத்துவங்கள் 

கு.ஆளுடையபிள்ளை 31.பத்தொன்பதாம்நூற்றாண்டில்கிரேட்பிரிட்டனில் தொழில்-வாணிகப்புரட்சி 

சூ.ரா.கருப்பண்ணன் 32.பென்ஹாம்பொருளாதாரம்-1 

ஏ.குழந்தை 
33 

II 

எஸ்.குழந்தைநாதன் *34.வரவுசெலவுத்திட்டம் 

ஆர்.ரங்காச்சாரி 


1000 

425 1075 1050 600 600 500 1100 600 650 1000 

950 1000 

800 1000 950 


3, 


ii 


27. 


... 


1100 1100 
700 
690 


2, 


... 


ஏ.குழந்தை கே.எஸ்இராமசாமி கோ.இராதாகிருஷ்ணன் 


750 900 775 700 425 


00. 


கவெற்றிவேல் 


பன்னாட்டுப்பொருளாதாரம்-1 36. 

II 37.பொருளாதாரஆய்வுநூல்-1 
38. 

II 
39.வளர்ச்சியுறாதநாடுகளின்அரசாங்கநிதியியல் 
40.வளர்ச்சிகுறைந்தநாடுகளின்முதலாக்கம் 

பற்றியசிக்கல்கள் 41.1939முதல்இந்தியாவில்பணவீக்கவிலைப் 

போக்குகள் 42,பொருளாதாரவளர்ச்சிபற்றியகட்டுரைகள் 
43.இந்தியப்பொருளாதாரவரலாறு 

(1857-1956)-1 44.பொருளாதாரம்-ஓர்அறிமுகம் 


மா.குமாரசாமி 


550 


.. 


சி.சுந்தரராஜன் எம்.கே.சுப்பிரமணியம் 


750 775 


.. 


ம.திருநாவுக்கரசு பு.வி.சீனிவாசன் 


700 625 


iiil 


வரலாறு 


கி.ர.அனுமந்தன் 


450 350 
725 875 550 


டி.வி.சொக்கப்பா என்.ஜே.இராஜகோபால் 


*49. 


*45.பிரிட்டன்வரலாறு-1 
*46. 

II 
*47. 

III *48.ஐரோப்பியவரலாறு-1(கி.பி,395-1500) 

II(கி.பி.1500முதல்) 50,ஐரோப்பா-கடந்தஐந்துநூற்றாண்டுகாலச் 

சரித்திரம் 51.இங்கிலாந்துவரலாறு-1 52. 

II 
53. 

IIC * மூலநூல் 

(OriginalBook) 


... 


வை.விருத்தகிரீசன் இரா.அண்ணாமலை பா.மாணிக்கவேலு என்.ஜே.ராஜகோபால் 


1500 1300 1300 
800 


9, 


... 


.. 


என்.ஜே.இராஜகோபால் க.த.திருநாவுக்கரசு எம்.எக்ஸ்.மிராண்டா 


... 


... 


> 


... 


... 


வரலாறு-(தொடர்ச்சி) 
54. 

இங்கிலாந்துவரலாறு-IV 
55.இங்கிலாந்தின்வரலாறு- 
56. 57. 

111 
58.இந்தியாவின்சிறப்புவரலாறு- 
59. 

IL 
60. 

III 
61.கிரேக்கநாட்டுவரலாறு-1 62. 

IL 
63. 

II[ 
64. ஆக்ஸ்ஃபோர்டின்இந்தியவரலாறு-1 

II 
t6. 

III 67.முகலாயப்பேரரசு-- 


தி.வெ.குப்புசாமி ஏஉஸ்மான்ஷெரீப் அ.பாண்டுரங்கன் சைமன்ஐ.எஸ்.பாக்கியநாதன் 


ரூ.காசு. 

800 1500 800 500 500 600 725 7 

50 700 775 825 750 1050 


... 


... 


... 


... 


iv 


... 


1.. 


65. 


9 


... 


... 


... 


... 


... 


7 


50 


63. 


1 


... 


.. 


பி,இராமாநுஜம்தேவதாஸ் தி.வெ.குப்புசாமி ஏ,உஸ்மான்ஷெரீப் கத.திருநாவுக்கரசு உஸ்மான்ஷெரீப் 

எம்.எக்ஸ்.மிராண்டா எம்.எக்ஸ்மிராண்டா, 

பாமாணிக்கவேலு வை.விருத்தகிரீசன் வை.விருத்தகிரீசன் 

இரா.அண்ணாமலை இரா.அண்ணாமலை, 

பா.மாணிக்கவேலு பா.மாணிக்கவேலு 


.. 


75 750 


.. 


69.ஆங்கிலஅரசியலமைப்பின்வரலாறு- 10 

11 


..1 


> 


675 


... 


... 


71 


11 


“.. 


650 700 


72. 


... 


* 


73. 


650 


ஆங்கிலேயரின்சமுதாயவரலாறு-I 

II 


74. 


சி.ஈ.இராமச்சந்திரன் சி.ஈ.இராமச்சந்திரன், 

இர.ஆலாலசுந்தரம் ஆர்.ஆலாலசுந்தரம் பா.மாணிக்கவேலு ஏ.உஸ்மான்ஷெரீப் 


75. 
76. 77. 


III இந்தியாவில்முகலாயரின்ஆட்சி-I 

II 


675 650 500 600 


... 


13 


அரசியல் 


ஜே.இராமச்சந்திரன் மோ.கிளாரன்சு,டி.டி.பெலிக்ஸ் வீ.கண்ணையா டி.செல்லப்பா மோ.வள்ளுவன்கிளாரன்சு திருமதிநூர்ஜஹான்பாவா 


... 


462 750 475 850 850 1600 1325 900 
725 


19 


78..அரசியல்அமைப்புகள் 79.அரசாங்கத்தின்வரலாறு 
*80 

இந்தியஅரசியலமைப்பு 81.அரசியலுக்குஓர்அறிமுகம் 82 

தற்காலஅரசியல்அமைப்புகள் 83.பன்னாட்டுஅரசியல்-I 84. 

II 85.பொதுத்துறைஆட்சிஇயல்1 86. 

II 67.பொதுத்துறைஆட்சியியலுக்கு 

ஓர்அறிமுகம்-1 88. 

II 
89. 

இந்தியஅரசியலமைப்புத்திட்டம் 90.இந்தியஆட்சிஅமைப்புமுறைவளர்ச்சி-1 91. 

1 


9, 


வீ.கண்ணையா அ.ஜெகதீசன் 


23 


வீ.கண்ணையா டி.செல்லப்பா தி.வெகுப்புசாமி,எஸ்.சுப்பிரமணியன் வீ.கண்ணையா 
வீ.கண்ணையா,கி.ர.அனுமந்தன் 


750 
750 925 
625 575 


மூலநூல்(OriginalBook) 


ந 


725 425 


775 


அரசியல்(தொடர்ச்சி 
) 92.இந்தியஆட்சிஅமைப்புமுறைவளர்ச்சி-111...கிர.அனுமந்தன் 
*93.மக்கள்ஆட்சி 

க.சந்தானம் 
1919முதல்சர்வதேசஉறவுகளும் உலகஅரசியலும்-1 
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என்,ஆறுமுகம் *223.அங்ககவேதியியல்-துணைப்பாடம் 

பி.எல்.இராமசாமி *224.அங்ககவேதியியல்-1 

எம்.ஆட்கொண்டான் *225.கரிமவேதியியல்-பகுதி-1(2-ம்புத்தகம்) திருகண்ணபிரான் *226. 

(3-ம்புத்தகம்) 
*227.கரிமவேதியியல்-பகுதி.2(1-ம்புத்தகம்) *228. 

(2ம்புத்தகம்) *மூலநூல்(OriginalBook) 
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ணிதம்(Mathematics) 


ரூ.காசு. 


டி.கோவிந்தராஜன்,கே.முத்துசாமி 
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*229.இயற்கணிதம்-சிறப்புப்பாடம்(Bo)kI) 
*230. 

II *231.தொகுமுறைவரைகணிதம்-சிறப்புப்பாடம் 
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ஆர்.மகாதேவன் 


எம்.எம்.இராமசாமி 
வி.அரங்கநாதன் ஆர்.அனுமந்தராவ் கே.இராஜகோபாலன் 
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*232,எண்சார்கணிதம்-சிறப்புப்பாடம் *233.திரிகோணகணிதம்-சிறப்புப்பாடம் *234.கணிதம்-துணைப்பாடம் 
*235.நிலையியல்-சிறப்புப்பாடம் 
*236.முப்பரிமாணப்பகுமுறைவடிவகணிதம் 

-சிறப்புப்பாடம் 
*237.வெக்டர்கணிதமும்அதன்பயன்பாடுகளும் 

-சிறப்புப்பாடம் *238.கணிதம்--துணைப்பாடம்-பகுதி-2 
*239.வானியல்-சிறப்புப்பாடம்-முதல்புத்தகம் 


கே.சிவசுப்பிரமணியன் 
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ஆர்.மகாதேவன் ஆர்.அய்யாசாமி திரு.தி.கோவிந்தராசன், 

திரு.கோ.முத்துசாமி 


*240. 

-இரண்டாம்புத்தகம் *241.இயக்கவியல்-சிறப்புப்பாடம் 
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மணியம்,பி.ஆர்.சுப்பிரமணியம் 
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466f1u1woo(Statistics) *242.புள்ளியியல்-துணைப்பாடம் 
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விலங்கியல்(Zoology) *243.முதுகெலும்பற்றவை-I-சிறப்புப்பாடம் ஆர்.முருகேசன் *244. 

I[-சிறப்புப்பாடம் திருமதிஎஸ்.கே.வள்ளி *245.முதுகுநாணுள்ளவை-I-சிறப்புப்பாடம் 

(Book1)திருமதிராணிகந்தசாமி *246. 

(BookII) *247.முதுகுத்தண்டுள்ளவை-II-சிறப்புப்பாடம் திருமதிகிருஷ்ணவேணிநாராயணன் *248.முதுகெலும்பிகளதுகருவியல் 

சிறப்புப்பாடம்எஸ்.ஆப்ரகாம் *249.முதுகெலும்பற்றவை-துணைப்பாடம் 

என்.இராமலிங்கம் *250.முதுகுநாணுள்ளவை-துணைப்பாடம் 

வி.சேது 
*251.செல்லியல்--சிறப்புப்பாடம் 

என்.இராமலிங்கம் 
*252.மரபியல்--சிறப்புப்பாடம் 

பெ.மா.அண்ணாமலை *253,சூழ்நிலையில்-உடற்செயலியல் 

சிறப்புப்பாடடம்-1 டி.ஆர்கிருஷ்ணன் *254.சூழ்நிலையியல்உடற்செயலியல் II 
*255.பரிணாமம் 

எல்.ஆப்ரகாம் தாவரவியல்(Botany) *256.தாவரவெளிஉள்ளமைப்பியல்களும் 

வகைப்பாட்டியலும்-சிறப்புப்பாடம் கே.இராஜசேகரன் 
*257.தாவரப்புறஅமைப்பியல் 

கே.பாலசந்திரகணேசன் *258.தாவரஉள்ளமைப்பியல் 
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எஸ்.சுந்தரம் பா.இராசாராம் 
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கே.பெரியசாமி 
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தாவரவியல்(தொடர்ச்சி) *259.தாவரங்களின்வாழ்க்கை-சிறப்புப்பாடம் *260.தாவரவியல்-துணைப்பாடம் *261.தாவரச்சூழ்நிலையியல்,மரபியல்உயிர்மரூஉ 

இயல்,இயங்கியல்-துணைப்பாடம் *262.சூழ்நிலையியல்;பரிணாமம்;மரபியல்- 

சிறப்புப்பாடம் *263.டெரிடோஃபைட்டா;ஜிம்னோஸ்பெர்மே 

சிறப்புப்பாடம் 
*264.தாலோபைட்டா(பாசிகளும்பூஞ்சைகளும்) 

சிறப்புப்பாடம் *265,தாவரவகைப்பாட்டியல்-சிறப்புப்பாடம் *266.பிரையோஃபைட்டா-சிறப்புப்பாடம் 
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கே.ஆர்.பாலச்சந்திரகணேசன் 
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டாக்டர்வே.சோ.சுந்தர ஆ.சம்பத்குமார் 
கே.இராஜசேகரன் 
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மூலநூல்(OriginalBook) 


தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் 

பட்டப்படிப்பு 
அறிவியல் பாட நூல்கள் , 1970 
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17. முதுகெலும்பிகளது கருவியல் - திரு . எஸ் . ஆபிரகாம் 

பசிகளும் 
1. சூழ்நிலையியல் - 
உடற்செயலியல் 

திரு . டி . ஆர் . கிருஷ்ணன் 
2. அறிமுறை வேதியியல் 

ஓ.ஆர் . சூரிய நாராயணன் 
3. பொது பௌதிகம் 

க . ப . கந்தசாமி , 

மு . தியாகசுந்தரம் 
4. வெக்டர் கணிதமும் 
அதன் பயன்பாடுகளும் 

ஆர் . மகாதேவன் 
5. தாவரச் சூழ்நிலையியல் , மரபியல் , 

உயிர்மரூஉ இயல் , இயங்கியல் 
- துணைப்பாடம் 

டாக்டர் கு . பெரிய சாமி 
6. பௌதிகம் - துணைப்பாடம் 
( பகுதி 2 ) 

திரு . கா . வே . சுப்பிரமணியன் 
7. இன்றைய பௌதிகம் 

டாக்டர் எம் . ஏ . தங்கராஜ் 
8. ஒலி நூல் 

திரு . டி . முருகையன் 
9. கணிதம் - துணைப்பாடம் 
( பகுதி 2 ) 

ஆர் . அய்யாசுவாமி 
10. முப்பரிமாணப் 
பகுமுறை வடிவகணிதம் 

க . சிவசுப்ரமணியம் 
• 11. தாவரவியல் - துணைப்பாடம் 

பா . இராசாராம் 
12. செல்லியல் 

என் . இராமலிங்கம் 
13. மரபியல் 

பெ . மா . அண்ணாமலை 
14. தாவரங்களின் வாழ்க்கை 

எஸ் . சுந்தரம் 
15. அங்கக வேதியியல் 
- துணைப்பாடம் 

பிஎல் . இராமசாமி 
16. செய்முறைக் கரிம வேதியியல் - டாக்டர் என் . ஆறுமுகம் 
18. சூழ்நிலையியல் , பரிணாமம் , 
மரபியல் கே . ஆர் . பாலச்சந்திர 

கணேசன் 
19. டெரிடோஃபைட்டா 
ஜிம்னோஸ்பெர்மி 

கே . இராசசேகரன் 
20. கரிம வேதியியல் ( பகுதி 1 ) 

கி . கண்ணபிரான் 
21. கரிம வேதியியல் ( பகுதி 2 ) 

கி . கண்ணபிரான் 
22. வானியல் 

தி . கோவிந்தராசன் , 

கொ . முத்துசாமி 
23. தாலோபைட்டா 

டாக்டர் வே.சோ. சுந்தரலிங்கம் 
24. தாவர வகைப்பாட்டியல் திரு . ஆ . சம்பத்குமார் 
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இவை அடக்கவிலை வெளியீடுகள் - கழிவு இல்லை 


